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Методъ ортогональчыхъ проекцги, в п е р в ы е п р е д л о ж е н н ы й 
в ъ 1799 году ф р а н ц у з с к и м ъ у ч е н ы м ъ Г а с п а р о м ъ М о н ж е м ъ 
п о ч е м у и с а м ы й м е т о д ъ ч а с т о н а з ы в а е т с я методомь Монжа, 
н а ш е л ъ себт, ш и р о к о е п р и м ъ н е ш е в ъ т е х н и к ^ . 

П о с л ъ М о н ж а п о я в и л с я р я д ъ с о ч и н е н й г по тому ж е 
предмету , п р и ч е м ъ с а м ы й методъ М о н ж а в ъ я и х ъ не под­
в е р г а л с я измт>нетю. Однако , н е к о т о р ы м и а в т о р а м и в ъ э т и х ъ 
е о ч и н е ш я х ъ б ы л и в в е д е н ы н о в ы я у с л о в н ы я о б о з н а ч е ш я 
и н о в ы е npieMbi рт»шешя р а з н ы х ъ з а д а ч ъ , ч т о облегчало 
н з у ч е ш е у п о м я н у таго метода. 

К ъ т а к о в ы м ъ с о ч и н е ш я м ъ м о ж н о отнести , напримт>ръ, 
к у р с ы : А д е м а р а , Б р и с с а , Г у р н е р и , Олив1е и П и л л е во 
ФранпДи, В у л е я и И г л ь с а в ъ А н г л ш , Б у р м е с т е р а , Г а у к а и 
М ю л л е р а в ъ Г е р м а н ш , Б у д а е в а , К у р д ю м о в а и Р е д е р а в ъ 
Р о с ш и и MHorie д р у п е . 

Р а з в и т е е п р о е к т и в н о й г е о м е т р ш п о с л у ж и л о п р и ч и н о ю 
у с т а н о в л е н ш н о в а г о в з г л я д а н а м е т о д ъ о р т о г о н а л ь н ы х ъ 
проекция, к а к ъ н а о д н у и з ъ ч а с т н ы х ъ з а д а ч ъ , рт>шаемыхъ 
в ъ п р о е к т и в н о й г е о м е т р ш , и оъ этой н о в о й т о ч к и з р ъ ш я 
б ы л ъ с о с т а в л е н ъ е щ е р я д ъ к у р с о в ъ п р е с л ъ д у ю щ и х ъ т ъ - ж е 
з а д а ч и , ч т о и о р т о г о н а л ь н ы я п р о е к щ й , н а п р и м ъ р ъ , AcKiepii, 
JIopia и Э н р и к е с а в ъ И т а л ш , В и л ь с о н а в ъ А м е р н к ъ , В и н е ­
р а и Ф и д л е р а в ъ Г е р м а н ш . В ъ д р у г о м ъ н а ш е м ъ с о ч и н е н ш *) 

1) „Geometrie descriptive".Leçons données auxéoolesnormales,  ГапЗ de larépubütjne: 
par Gaspard Monge, de l'Institut national. Paris. An. VII. 

2) H . A. Р ы н и н ъ . „Начертательная Гвоиетр1Я. Методы пзображешя". Петро-
градъ. 1916 г. Въ конц-Ь этого сочтшешя прнведенъ указатель литературы по 
Начертательной Геометрш. 
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м ы п о д р о б н о н а л о ж и л и у п о м я н у т у ю с в я з ь не т о л ь к о мето ­
д а о р т о г о н а л ь н ы х ъ п р о е к щ й , но и д р у г и х ъ м е т о д о в ъ и з о ­
бражения с ъ п р о е к т и в н о й геометр1ей. 

В ъ н а с т о я щ е м ъ ж е т р у д е , п о в т о р я я изложение метода 
М о н ж а с ъ п о с л е д о в а в ш и м и б о л ъ е у д о б н ы м и о б о з н а ч е ш я м и 
и у п р о щ е н н ы м и р е ш е ш я м и р а з л и ч н ы х ъ з а д а ч ъ , м ы по­
с т а в и л и с е б е г л а в н о ю ц ъ л ь ю п р и н о р о в и т ь его к ъ потреб -
н о с т я м ъ т е х н и к о в ъ , п о ч е м у п о ч т и в с ъ з а д а ч и , с о с т а в л е н н ы й 
и р ъ ш е н н ы я н а м и в ъ п о я с н е ш е р а з л и ч н ы х ъ о т д ъ л о в ъ к у р ­
са , в ы б р а н ы и м е ю щ и м и и с к л ю ч и т е л ь н о п р и к л а д н о й , т е х н и -
ч е с ю й х а р а к т е р ъ . В с ъ тагая з а д а ч и , а т а к ж е н Ь к о т о р ы я 
п р и л о ж е ш я о р т о г о н а л ь н ы х ъ проекпДй к ъ р ъ ш е т ю з а д а ч ъ н а 
построение т ъ н е й , н а геометрическая м е с т а , н а т р и г р а н н ы е 
у г л ы и н а к и н е м а т и ч е с ш я к р и в ы я л и ш и о т п е ч а т а н ы мел-
к и м ъ ш р и ф т о м ъ . 

К р о м е з а д а ч ъ , р ^ ш е н н ы х ъ в ъ к у р с е , н а м и с о с т а в л е н ъ 
п р и м е н и т е л ь н о к ъ н е м у и и з д а н ъ в ъ о т д е л ь н о й к н и г е е щ е 
с б о р н и к ъ з а д а ч ъ , ч т о б ы ч и т а т е л ь и м ^ л ъ матер1алъ д л я 
у п р а ж н е н и я п р и и з у ч е н ш р а з л и ч н ы х ъ отдъмювъ к у р с а 

В ъ з а к л ю ч е ш е с ч и т а е ш ь д о л г о м ъ у п о м я н у т ь , ч т о в ъ 
о б о з н а ч е н 1яхъ и в ъ большей ч а с т и п л а н а н а с т о я щ а г о т р у ­
д а н а м ъ с л у ж и л ъ г л а в н ы м ъ п р и м ъ р о м ъ п р е к р а с н ы й 
к у р с ъ Н а ч е р т а т е л ь н о й Г е о м е т р ш н а ш е г о у ч и т е л я , п о к о й -
н а г о н ы н Ъ , п р о ф е с с о р а И н с т и т у т а И н ж е н е р о в ъ П у т е й 
С о о б щ е ш я И м п е р а т о р а А л е к с а н д р а I В . И . К у р д ю м о в а . 

') Н. А. Р ы н и н ъ . „Сборпикъ задачъ для упражвенШ и заданш для эпюръ по 
Начертательной Геометрш". Петроградъ. 1916 г. 
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«Чертежъ—языкъ техника». 
Гаспарв Монже. 

«Начертательная Геоыетр1я— 
грамматика этого языка». 

В. И. курдюмовг. 

При составлении проектовъ различнаго рода сооружешй приходится 
изображать последшя на бумаге и составлять такъ называемые чертежи 
этихъ сооружешй, т. е. изображетя сооружешй, выполненныя при по­
мощи чертежныхъ инструментовъ въ изв'Ьстномъ масштабе. 

При помощи чертежей техникъ можетъ легко и быстро передать лицу, 
достаточно подготовленному къ чтешю ихъ, поште объ устрой ств'Ь и 
назначеши изображаемыхъ сооружешй. Кроме того, при помощи т'Ьхъ 
же чертежей представляется возможнымъ решать различныя задачи, отно­
сящаяся къ проектируемому сооружешю, наприм^ръ, определять длины 
отрйзковъ прямыхъ лишй, величины угловъ между лишями и плоско­
стями, лиши сЬчетя между различными поверхностями и т. п. 

Однако, для того, чтобы можно было пользоваться чертежомъ въ ука-
занномъ направленш, необходимо, чтобы онъ былъ составленъ по изве 
стнымъ правиламъ, чтобы между изображешемъ на чертеже и изобра-
жаемьшъ предметомъ существовала определенная геометрическая зави­
симость, и чтобы изображеше определяло бы одинъ определенный пред-
метъ, а не несколько. 

Существуешь пАлый рядъ методовъ, при помощи которыхъ можно 
удовлетворить упомянутьшъ услов^ямъ, наприм^ръ, перспектива, аксоно-
метр1я, проекщи съ числовыми отметками, ортогональныя проекщи и т. д. 
Различ1е между этими методами определяется способомъ проектировашя 
изображаемаго предмета на плоскости чертежа. 

Упомянутые методы составляютъ содержан1е науки, называемой На­
чертательной Геометр1ей. 

«Начертательная Геометры имттъ своимъ предметомъ изучете 
методовъ изображетя формы существующихъ или воображаемыхъ пред­
метом и рпшете, при помощи этихъ изображены, различных* геоме-

Н. Рыиинъ. 1 
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тричвскихъ задачъ, главнымь образомъ относящихся къ опредгьлешю 
формы, положенгя и размщовъ предметовъ». 

Отд'Ьлъ Начертательной Геометрш, называемый методомъ ортогональ-
ныхъ проекщй, является наиболее распространеннымъ среди техниковъ, 
такъ какъ при помощи него съ наибольшей простотой, быстротой и 
точностью строятся изображетя различнаго рода сооруженш, и решаются 
задачи, относящаяся къ определешю геометрическихъ элементовъ этихъ 
сооружетй. Правда, изображетя сооружетй, получаемыя въ этихъ 
проекщяхъ, не являются достаточно наглядными, такъ что для воспри­
нятая въ уме и для мысленнаго возстановлешя въ пространстве изобра-
женныхъ предметовъ требуется некоторый навыкъ и работа вооораже-
шя, однако, этотъ небольшой недостатокъ выкупается упомянутыми цен­
ными свойствами этихъ изображены!. 

Ниже излагается методъ ортогонадьныхъ проекщй. 
Читатель, приступающий къ изучешю этого метода, долженъ постоянно 

иметь въ виду цель его изучешя, именно: 1) научиться строить изображетя 
пространственныхъ предметовъ въ этихъ проекщяхъ. 2) быстро и точно 
решать при помощи этого метода задачи по определешю различнаго рода 
геометрическихъ элементовъ, относящихся къ изображаемымъ предметамъ, 
3) быстро представлять себе формы пространственныхъ предметовъ по 
изображетямъ ихъ въ этихъ проекщяхъ, составленныхъ другими лицами. 

Все эти три задачи решаются при последовательномъ изучеши курса 
и при постепенномъ развитш воображен1я, при чемъ нами настоятельно 
рекомендуется читателю непременно проделывать самому на бумагЬ все 
чертежи, помещенные въ курсе, при чемъ исполнять чертежи следуетъ 
при помощи чертежныхъ принадлежностей: циркуля, треугольниковъ, 
линейки и т. д. 

По мерЬ усложнешя задачъ, на чертеже можетъ накапливаться много 
лишй, соответствующихъ построешямъ разнаго рода. Для большей лег­
кости чтешя такихъ чертежей рекомендуется лиши, относящаяся къ раз-
нымъ группамъ построенш, вычерчивать разными пунктирами или раз­
ными цветами. 

Кроме того, принято проекщй лишй данныхъ видимыхъ, т. е. не 
закрываемыхъ отъ зрителя какими-нибудь непрозрачными плоскостями 
или телами, вычерчивать тонкими сплошными черными лишями, проекщй 
же лишй невидиныхъ вычерчивать такими же пунктирными лишями. 

Геометричесюе элементы (лиши, углы), найденные по даннымъ усло-
в1ямъ задачи, следуетъ вычерчивать более толстою черною или цветной 
лишей: сплошною, если элементъ видимъ, и пунктирною, если онъ не-
видимъ. 

Наконецъ, следуетъ всегда иметь въ виду, что решеше каждой за-
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дачи должно состоять изъ двухъ главныхъ частей: 1) ргыиенгя ея въ 
пространства, при которомъ выясняется, какля въ пространстве следуешь 
провести лиши, плоскости или поверхности для опредвлешя искомаго 
геометрическаго элемента; 2) ргыиенгя ея въ проекцгяхъ. Нельзя присту­
пать къ ргьшенгю задачи въ проекцгяхъ, не составит себгь яснаго плана 
ргыиенгя ея въ пространствгь, Надо заранее знать, что слтЬдуеть чертить 
и къ какой ГГБЛИ стремиться при вычерчиваши. Уместно здесь привести 
слова ангшйскаго военнаго инженера Георга Кларка, который, сравнивая 
между собою задачи математики и Начертательной Геометрш, говорить: ') 
«Решете математическихъ задачъ можетъ быть достигнуто гЬмъ, что на 
военномъ языке называется способомъ систематического наступленгя, 
иными словами, решетя ихъ можно вести постепенно, хотя бы после­
дующее шаги, ведугще къ нимъ, напередъ и не видны, но решетя 8а-
дачъ Начертательной Геометрш можно предвидеть гораздо ранее, нежели 
ихъ можно точно определить. Вся цепь условш задачъ, равно какъ и 
каждый шагъ къ ихъ разрешешю могутъ быть одновременно охвачены 
воображешемъ: онгь должны быть взяты гитурмомъ. 

•> Г. "Ш^оп. <Св8спрНуе (геотеШб». Ме\чг-1огк. 1898. 
1* 



Ч А С Т Ь I . 

Ортогональныя проекщй точекъ пря-
мыхъ лиши, плоскостей и многогран-

никовъ. 

§ 1. Общее понят'ю о методъ ортогональныхъ проекщй. 
Проекщи точки. 

Методъ ортогональныхъ проекщй впервые систематически былъ издо-
женъ французскимъ ученымъ Гаспаромъ Монжемъ, почему этотъ методъ 
иногда называютъ методомъ Монжа. 

Сущность этого метода заключается въ сл'Ьдующемъ (черт. 1): 
Пусть дана въ пространств-! точка 

А и две взаимно перпендикулярныхъ 
плоскости V и Н. 

Проведемъ изъ точки А две 
лиши, изъ которыхъ одна пусть будетъ 
перпендикулярна къ Н, а другая къ 
V, и отметимъ точки о и а' пере-
сечешя этихъ перпендикуляровъ съ 
В и V. Каждая изъ этихъ точекъ на-

Черт. 1. шв&етсяпрямоуголънойпроекцгейточ-
ки А на соответственную плоскость. 

Совокупность же обеихъ прямоугольныхъ проекщй о и а' точки А на 
двухъ взаимно перпендикулярныхъ плоскостяхъ называется ортогональ­
ными проекциями точки А. Плоскости V и Н называются плоскостями 
проекщй. 

Одна изъ нихъ обыкновенно выбирается горизонтально, обозначается 
буквой Н и называется горизонтальной плоскостью проекщй, другая 
проводится вертикально и называется вертикальной плоскостью проекщй. 
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Если эта плоскость расположена перпендикулярно къ горизонтальному 
лучу зр^шя, какъ на чертеж^ 1, то она иногда называется фасадной 
плоскостью и обозначается буквою V. 

Иногда одну изъ упомянутыхъ плоскостей V или В замъняютъ пло­
скостью, одновременно перпендикулярной и къ V и къ В и называемой 
второй вертикальной плоскостью проекцш или профильной плоскостью 
и обозначаемой буквою И 7 (черт. 2 и 3). 

Черт'. 2. Черт. 3. 

Прямоугольная проекция а точки А на горизонтальную плоскость И 
называется горизонтальной проекщей точки А. Прямоугольная проекщя 
а' точки А на вертикальную плоскость V называется вертикальной про­
екщей точки А. Наконецъ, прямоугольная проекщя о" точки А на про­
фильную плоскость W называется профильной проекщей точки А. 

Условимся въ дальнБйшемъ точки въ пространств^ обозначать боль­
шими буквами алфавита А, В, G, D и т. д., а ихъ проекцш—малыми 
буквами того же наименовавля, при чемъ горизонтальный проекцш будемъ 
обозначать малыми буквами безъ значковъ о, Ъ, с, dut. д., вертикаль-
ныя проекцш—малыми буквами съ однимъ значкомъ вверху справа 
а', V, с', сР и т. д., а профильныя проекцш—малыми буквами съ двумя 
значками вверху справа а", Ь", с", d" и т. д. При такихъ услов1яхъ 
проекцш наприм^ръ, точки А будутъ обозначены сл'Ьдующимъ образомъ: 
а, а', а". 

Лиши пересБчетя плоскостей проекцш называются осями проекцш 
и обозначаются, какъ показано на чертежахъ 1 — 3, буквами ОХ, ОТ и OZ. 



6 ОРТОГОНАЛЬНЫЯ ПРОЕКЦШ ТОЧЕКЪ, ПРЯМЫХЪ ЛИН1Й И ПЛОСКОСТЕЙ. I. . 

Лиши Аа' и Аа", проектируюпця точку А на плоскости V и И 7 , на­
зываются горизонтально проектирующими линьями, а лишя Аа, про­
ектирующая ту же точку на Н называется вертикально проектирующей 
литей. 

Каждая ось проекщй делить две изъ плоскостей проекцш на части, 
которыя называются полами. 

Часть плоскости V, лежащая выше оси О X, называется верхней по­
лой V, а лежащая ниже ОХ—нижней полой V. 

Часть плоскости ТТ7, лежащая выше оси О У, называется верхней по­
лой И% а лежащая ниже ОУ—нижней полой \У. 

Часть плоскости Н, лежащая передъ осью ОХ, называется передней 
полой Н, а лежащая сзади ОХ—задней полой Н. 

Въ дальнейшее мы будемъ преимущественно пользоваться ортого­
нальными проекциями точекъ на плоскостяхъ И и V. 

Выведемъ несколько теоремъ, относящихся къ ортогональнымъ прсек-
щямъ. 

Теореиа 1-я. Ортогональныя проекщй точки опредъляютъ положеше 
ея въ пространстве относительно плоскостей проекцш. 

Обращаясь къ чертежу 1-му, заметимъ, что обе проектируюпця лиши 
Аа и Аа\ а также и точки а и а' лежатъ въ одной и той же пло­
скости. Поэтому, если даны плоскости проекщй Г и Я я на нихъ на­
мечены ортогональныя проекщй а я. а' какой то точки А въ простран­
стве, то, возстановляя изъ а перпендикуляръ аА къ Н, а изъ а'—пер-
пендикуляръ а1 А къ V, получимъ одну единственную точку А въ пере­
сечете этихг перпендикуляровъ. 

Плоскости V и И делятъ все пространство на четыре угла: 1-й—ме­
жду верхней полой плоскости V и передней Н; П-й—между верхней по­
лой плоскости V и задней И; Ш-й—между нижней V и задней Н и 
1У-й—между нижней V и передней Н (черт. 1). 

Для большаго удобства при геометрическихъ построешяхъ плоскости 
Я и F совмещаютъ другъ съ другомъ. Для этого вращаютъ плоскость 
У вокругь оси ОХ ло ткхъ поръ, пока верхняя пола V не совпадегъ 
съ задней полой Н, а нижняя пола V съ переднею Н. Такимъ обра-
зомъ, все лиши, которыя были расположены въ 2-хъ плоскостяхъ: въ 
горизонтальной Н и вертикальной V, после такого еовмещешя плоско­
стей будуть лежать въ одной плоскости. Эту плоскость мы можемъ при­
нять за плоскость чертежа. 

Въ дальнейшемъ мы будемъ предполагать, что зритель находится въ 
пределахъ перваго угла пространства и можетъ видеть только те точки 
и лиши, которыя лежатъ въ пределахъ этого угла. Условимся проекцш 
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а. 

такихь линш чертить сплошной чертою. Проекщи же линш невидимыхъ, 
т. е. лежащихъ во I i , III и IY углахъ, будемъ чертить пунктиромъ. 

Теорема 2-я. Горизонтальная и вертикальная проекщи одной и той 
же точки лежать на одноиъ перпендикуляр^ къ оси проекщи. Доказа­
тельство: пусть намъ даны две координатныя плоскости (черт. 1) Н и V 
и проекщи точки А, лежащей въ I-мъ углу: вертикальная проекщя а' 
и горизонтальная а. Такъ какъ лишя Аа перпендикулярна къ плоскости 
Н, а Аа' перпендикулярна къ плоскости V, то, очевидно, плоскость 
аАа' будеть перпендикулярна къ оси проекщй ОХ. Следовательно, ли­
шя аа0 пересвчешя плоскости аАа' съ плоскостью Н и лишя а'а0 пе-
ресечешя той же плоскости съ плоскостью V 
будутъ перпендикулярны къ оси проекщй ОХ. 
Относительное положеше лишй и точекъ, ле­
жащихъ на плоскости, не меняется отъ пере 
м^щетя этой плоскости. Такимъ образомъ, при 0  

совмъщеши V съ Н вращетемъ около ОХ, 
лиши аа0 и а'а0 останутся перпендикулярными 
къ ОХ. Лиши аа0 и а'а0 имеютъ общую точку 
ав, при совмещенш плоскостей V и Н будутъ Черт. 4. 
лежать въ одной плоскости и, наконецъ, обе 
перпендикулярны къ ОХ. Очевидно, оне должны расположиться на 
одной прямой аа1, перпендикулярной къ ОХ (черт. 4), что и требо­
валось доказать. Заметимъ, что а'а0 — Аа |и а0а — Аа'. 

Отсюда вытекаешь следующая теорема: 
Теорема 3-я. Разстоянм вертикальной и горизонтальной проекщи 

точки до оси соответственно определяютъ разстоян1я саной точки до го­
ризонтальной и вертикальной плоскостей проекщи. 

Сообразно съ тЬмъ, какъ будутъ расположены данныя точки—въ I, 
II, III, IV углахъ, будешь меняться и расположение ихъ проекщй. Когда 
данная точка А расположена въ I-мъ углу, то, по совмещенш плоско­
стей, ея вертикальная проекщя будешь лежать надъ осью ОХ, а гори­
зонтальная подъ осью ОХ (черт. 1 и 4). Когда точка А—во П-мъ углу 
(черт. 5 и 6), то ея вертикальная проекщя будешь расположена на верх­
ней поле V, а горизонтальная на задней поле плоскости Н, и при сов­
мещенш V съ В. вертикальная и горизонтальная проекщи будутъ ле­
жать надъ осью ОХ. 

Когда точка А лежишь въ Ш-мъ углу, то ея вертикальная проекщя 
будешь расположена на нижней поле V, а горизонтальная—на задней 
поле Д. При совмещенш же плоскостей Л и V ея горизонтальная 
проекщя займешь место выше оси ОХ, а вертикальная ниже ОХ (чер­
тежи 7 и 8). Наконецъ, когда точка А лежишь въ IV-мъ углу, ея вер-
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тикальная проекщя будетъ расположена на нижней поле V, а горизон­
тальная на передней пол'Ь Л. При совмещенш же плоскостей П в V 

- х 

Черт. 5. Черт. 6. 

вертикальная и горизонтальная проекщи будутъ лежать ниже оси ОХ 
(черт. 9 и 10). 

Если точка будетъ занимать какое-нибудь особенное положеше отно-
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тельно плоскостей проекщй, то это сейчасъ же отразится на располо­
жен^ ея проекщй. 

На черт. 11 и 12 показаны таие особенные случаи расположена то-
чекъ, при чемъ на чертеж^ 11 точки и плоскости проекщй показаны въ 

О 

•о 
га 

< 
е- - -"СО 

ЧЕ 

Е -

Чх> 

о 
- в 

О 

ш 

пространств'!, а на черт. 12 плоскости уже совмещены другъ съ дру-
гомъ, и точки обозначены ихъ проекциями. 
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Точка А лежитъ на верхней поле V. 
» В » » передней » Н, 
» С » » нижней » V, 
» D » » задней » В, 
» Е » » оси ОХ. 
» F » въ I углу на равныхъ разстояшяхъ отъ V в В, 
» Cr » въ II » » » » 
» I » въ III » » » » 
» К » въ IV » » » » 

Й Е Р Х Н Л Я П О Л А " 

ГТго£ДнЯЯ 
п0л. Н 

Условимся въ дальн'Ьйшемъ разстояшя точки отъ плоскостей проекщй, 
измтфяемыя въ направленш передъ V или надъ В считать положитель-

мыни, а въ противоположныхъ на-
правлешяхъ — отрицательными. 
Разстояшя эти будемъ называть 
координатами точки. 

Если координата положитель-
'н ная, то будемъ ставить передъ ея 

обозначетемъ знакъ +- или не 
будемъ ставить никакого знака, 
если же она отрицательная, то 
будемъ ставить знакъ — . 

При такомъ условш будемъ 
Черт. 13. иметь следуюгще знаки коорди-

натъ точекъ, расположенныхъ въ 
разныхъ углахъ пространства и изображенныхъ на черт. 13, при чемъ 
на этомъ чертежв точки изображены въ проекщй на профильную пло­
скость: 

А n n В 

Jbr. 
m 

0 X 
m 

ПЬг. 
m m 

D n n С 

Точка А — въ I углу; координаты -+- т и 
» В — въ II 
» С— въ III 

Ъ— въ IV 

-+- п 
- 4 - М И П 
— т и — п 
— т и 

Въ дальн-Ьйшемъ рекомендуется читателю постепенно отвыкать поль­
зоваться изображешями подобными 1, 2, 3, Ь, 7, 9 и 11 простран­
ственная расположешя точекъ и плоскостей проекщй, а стараться изо­
бражать точки ихъ проекщями, предполагая плоскости совмещенными 
другъ съ друтомъ, составляя чертежи подобные Ж№ 4, 6, 8, 10 и 12, 
представляя при этомъ себе въ уме пространственное расположеше то­
чек^, и плоскостей. При такомъ способе изучешя предмета у читателя 
постепенно разовьется способность представлять и запоминать въ уме все 
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более и более сложный сочеташя геометрическихъ формъ, разовьется во­
ображение и онъ овладеешь весьма ценной для инженеровъ способностью, 
«мысленно видеть въ пространстве». 

а с1 Ьс 

[тлт профи.**} 
Г-.в-.й 

а 

а'е' Ь г • 

Г1 с 

О 

II I 

ТТдДМЪ 
а 

Н С1 Ь 

Черт. 14 и 15. 

Часто проекщю на V какого-нибудь предмета называють его глав-
нымъ фасадот, проекщю предмета на Н называють его платмъ, а 
проекщю предмета на ТУ назяваютъ его бокошмъ фасадомъ. 

Если разрезать какой-нибудь предмегь плоскостью, параллельной пло­
скости ТГ, и спроектировать полученную фигуру на ТУ, то такая про­
е к т а называется профилемъ предмета относительно плоскости ТР. 
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Часто планомъ предмета называютъ проекщю на H фигуры, полу­
чаемой при сЬченш предмета плоскостью, параллельной В. 

На черт. 14 показаны проекщи восьми точекъ, образующихъ вер­
шины кубика ABC...GH. Проекщ'я кубика на V даетъ главный фасадъ 
его, на H — планъ и на W — боковой фасадъ или профиль по пло­
скости BFGC. 

Если разрезать плоскости H в W по линш OY, совместить H съ V, 
вращая В по стрелке рр вокругъ оси ОХ, и совместить W съ V, вращая 
W по стрелке р'р' вокругъ оси OZ, то получится фигура, изображенная 
на черт. 15. 

Чертежъ, подобный чертежамъ 12 или 15, на которомъ показаны 
проекщи фигуры при совмещенш Я съ F или W съ F , называется эпю­
рой (отъ французскаго слова épurer—улучшить, épure—буквально улуч­
шенное изображеше, чертежъ). 

Условимся въ дальнейшемъ подъ словами «найти или определить 
точку» понимать выражете: найти или определить проекщи точки. 

Задача 1. На чертежъ 16 въ ортогональныхъ проешцяхъ изображены: каменная 
стъна, фасадъ которой совпадаетъ съ плоскостью V, дорога, поверхность которой сов-

И I I I I N 1 M 
Í:J  I I I k m 1 1 pc-sin j 1 1 
Í»jlL  ^ l ! 1 1 
Щ 
VA 

i i i í  1 1 ! 
! 1 1 

i i > J i : j i i 
- I I M i l i 1 1 r 

1 b 
t i I í  1 !• — i — 

x 

Черт. 16. 

падаетъ съ плоскостью И. На дорог* стоить столбъ с* эпектрическимъ фонаремъ, 
подъ дорогой имъется колодезь съ пожарнымъ водопроводиымъ краномъ. 

Требуется определить: 1) разстояшя (въ метрахъ) центра А фонаря отъ С Т Е Н Ы 

и отъ мостовой, 2) разстояше центра В врана отъ стъны и отъ мостовой. 
Ртшете. Измъряемь цирвулемъ разстоянхя точекъ а', а, Ь, V до "оси ОХ и, 

пользуясь масштабомъ, получаемъ: 
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Разетоянде А до етввы равно а ад — 5 метр. 
„ А до мостовой „ а'а0 — б'/з „ 
„ В до етвны „ Ь Ъ„ - - 5 „ 
,, Б до мостовой „ — Ь'Ь0 — 2'/2 л 

Знакъ минусъ передъ ординатой Ь'Ьд показываете, что точка В находится подъ 
мостовой. 

§ 2. Прямая лишя. 

а) Задангс прямой линги. 

Положеше прямой лиши въ пространстве определяется положешемъ 
двухъ ея точекъ. Поэтому для задашя прямой лиши въ ортогональныхъ 
проекщяхъ достаточно иметь проекщи какихъ-нибудь двухъ точекъ этой 
прямой, напримеръ, концовъ отрезка ея. 

Пусть, напримеръ, (черт. 17) данъ въ пространстве отрезокъ АВ пря­
мой лиши. Спроектируемъ концы его А и В на плоскости V и В: тогда 

Черт. 17. Черт. 18. 

получимъ проекши этихъ точекъ: горизонтальныя я и А и вертикальный 
а' и V. Возьмемъ на прямой АВ еще несколько точекъ, напримеръ, С 
и В и спроектируемъ ихъ на плоскость Д. Линш, проектирующая эти 
точки, будутъ параллельны лишямъ Аа и ВЪ и будутъ лежать въ одной 
и той же вертикальной плоскости АаВЬ, которая называется плоскостью, 
вертикально проектирующей литю АВ. Эта плоскость пересечешь пло­
скость И по диван аЬ, которая и называется горизонтальной проекцией 
лижи АВ. На лиши аЪ расположатся, очевидно, горизонтальныя проек­
щи с, с1 вс%хъ точекъ С, В самой прямой АВ. 

Разсуждая подобнымъ же образомъ, получимъ, что лншя а'¥, соеди­
няющая вертикальная проекщи точекъ А и В, будешь служить верти­
кальной проекцией линги АВ и определится, какъ лишя с4ченш пдо-
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скости V съ плоскостью Аа'ВЬ', называемой плоскостью, горизонтально-
проектирующей линт АН. 

На черт. 18 показаны проекщи линш АВ при совм^щеши У съ 
В, при чемъ, согласно теореме 2-й, точки а' и а, равно какъ и точки V 
и Ъ, попарно будутъ лежать на одномъ перпендикуляре къ оси ОХ. 

о). Проекщи прямой линш при разныхъ положенгяхг ея относи­
тельно V и В. 

Разсмотримъ, какъ отражаются различный положешя прямой на поло-
жеши и видЬ ея ортогональныхъ проекщй. 

На чертежахъ 17 и 18 прямая была задана случайнымъ образомъ. 
Если прямая АВ параллельна Л'(черт. 19), то плоскость, горизон­

тально проектирующая ее на V, будетъ также параллельна Н и пересЬ-
четъ У по лиши а'Ь', которая будетъ служить вертикальной проекщей 
АВ и будетъ параллельна оси ОХ. Кроме того, горизонтальная проекщя 
аЪ будетъ равна и параллельна отрезку АВ прямой. Въ этомъ случае, 
какъ говорятъ, прямая АВ проектируется на В безъ жкаженгя. 

Кроме того, разстояше вертикальной проекщи а'Ь' до оси ОХ равно 
разстояшю самой прямой АВ до плоскости Н~. На черт. 20 показаны 
проекщи такой прямой при совмещенш У съ В. 

Черт. 19. Черт. 20. 

Если прямая АВ лежитъ въ Л (черт. 21 в 22), то она совпадешь 
съ своей горизонтальною проекщей аЪ, вертикальная же проекщя ея 
а'Ь1 совпадешь съ осью. 

Если прямая АВ параллельна У (черт. 23 и 24), то она на Успро-
ектируется безъ искажены; горизонтальная же проекщя будетъ парал­
лельна ОХ. Разстояше горизонтальной проекщи аЪ до оси ОХ равно 
разстояшю самой прямой АВ до У. 
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Если прямая АВ лежишь на V (черт. 25 26), то она совпадетъ со 

V 

а' Ь X о Ь а' Ь 

В 

Черт. 21. 

Черт. 23. 

Черт. 22. 

Черт. 24. 

X О 

В 

1 а Ь 

Черт. 25. Черт. 26. 

своей вертикальной проекщей а'Ь', горизонтальная же ея проекщя аЬ 
совпадетъ съ осью ОХ. 
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Если прямая АВ параллельна оси ОХ (черт. 27 и 28), то она 

спроектируется безъ искажешя на V и на Н, и об* ея проекщи будутъ 
параллельны ОХ. 
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Если прямая АВ совпадаетъ съ осью ОХ (черт. 29 и 30), то она 
совпадетъ и съ обеими своими проекщямп, сливающимися съ ОХ. 

Если прямая АВ перпендикулярна къ V (черт. 31 и 32), то она 
спроектируется на V въ виде точки, или, какъ иногда говорятъ, она 

Черт. 33. Черт. 34. 

исчезаешь въ своего проекцш на V. Для определенности задашя необхо­
димо эту точку обозначить двумя буквами а'Ь', показывающими, что въ 
этой точке сливаются по крайней мере две точки А и В прямой. Го­
ризонтальная проекшя прямой будетъ перпендикулярна къ оси ОХ. 

О) 

V 

> А Л 
\ 

В 

а.Ь 

X О 

Черт. 35. Черт. 36. 

Если прямая А В лежптъ въ Н и перпендикулярна къ V (черт. 33 
и 34), то вертикальная проекщя ея а'Ь' будетъ въ виде точки и распо­
ложится на оси ОХ; горизонтальная же проекщя аЪ будетъ перпенди­
кулярна къ осп ОХ и совпадетъ съ самой прямой АВ. 

Если прямая АВ перпендикулярна къ В (черт. 35 и 36), то она 
Н. Рыник 2 
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исчезаеть въ своей горизонтальной проекцш, проектируясь на Л въ виде 
точки аЪ, вертикальная же проекщя а'Ь' будетъ перпендикулярна къ ОХ. 

Если прямая АВ, оставаясь перпендикулярной къ В, будетъ лежать 
въ плоскости 

01 

V (черт. 37 и 38), 

V 
А а' 

В ь' 
аЬ X О 

Черт. 37 Черт. 38. 

обращаясь въ точку аЪ, расположится на оси ОХ: вертикальная же про­
екщя а'Ь' будетъ попрежнему перпендикулярна къ ОХ. 

Если прямая АВ лежитъ въ профильной плоскости, т. е. въ пло­
скости, перпендикулярной къ оси ОХ (черт. 39 и 40), то она называется 

С» 

V 

V 
а' 

/ 1 
/ ^ ь' 

X о 

Черт. 39. Черт. 40. 

профильной лишей, и ея проекцш аЪ и а'Ь' расположатся по лишямъ 
сЬчетя профильной плоскости съ V и И. При совмещенш V съ Л обе 
проекцш расположатся на одной прямой лиши, перпендикулярной къ 
оси ОХ. 

Условимся въ дальнейшемъ подъ словами: «найти или определить 
прямую лишю» понимать «найти или определить проекцш прямой лиши». 
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Задача 2. На чертежъ 41 изображены въ ортогональныхъ проекщяхъ: домъ, фа-
еадъ котораго совпадаетъ съ плоскостью V, и столбы разрушеннаго забора. Прини­
мая поверхность земли совпадающей съ Н, определить: 1) полошете столбовъ за­
бора относительно земли и С Т Е Н Ы дома; 2) длину (въ метр.) столбовъ, предполагая, 
что они всъ одинаковые и 3) разстоятя концовъ столбовъ отъ С Т Е Н Ы и отъ земли. 

Ргьшете: Столбъ АВ стоитъ вертикально, и длина его, проектируясь на V безъ 
искажешя, равна а'Ь' или по масштабу 2 метра. Разстояте концовъ его отъ С Т Е Н Ы 

равно разстоян1ю точки аЬ до осп ОХ и равно по масштабу 31/2 метрамъ. 

а • Ь 
I к I т 

»„,».•11 

Черт. 41. 

Столбъ СО наклоненъ къ стЬн'Ь В Л Е В О . Разстояте конца его С отъ С Т Е Н Ы равно 
21/, метра, а отъ земли 3 / < метра. 

Столбъ ЕР наклоненъ концомъ Е къ С Т Е Н Е и располагается въ профильной 
плоскости. Разстояте конца его Е отъ V равно 2 метрамъ и отъ Н—I1/,, метрамъ. 

Столбъ вН лежитъ на землЬ. Разстояте конца его Н отъ ствны равно 1'/г метр., 
конца 67 отъ ствны—З 1/; метрамъ. 

Столбъ 1К лежитъ на зем.тЬ параллельно стънъ въ разстоянш отъ нея 31;г метр. 
Столбъ ЪШ распо.тоженъ параллельно С Т Е Н Е и наклоненъ къ землт.. Разстояте 

конца его Ж отъ стъны равно З 1 / , метрамъ, а отъ земли—IV, метрамъ. 

с) Опредпленге длины отртка прямой лкти и угловъ наклона ея 
къ Г и В. 

Пусть данъ въ пространстве отрезокъ АВ прямой лиши (черт. 42). 
Построимъ его проекщи аЪ и а'Ь'. 

Проведемъ черезъ точку В прямую ВА„ параллельную аЪ, до пере-
сЬчешя съ лишей Аа въ точке А,; изъ точки Ъ' проведемъ прямую Ъ'а^, 
параллельную ОХ, до пересЬчешя въ точке а,' съ а'а0, перпендикулярной 
къ ОХ. Зная, что аЬ = АХВ и разность высотъ Аа — ВЪ = ААХ = а ' а / , 
мы легко можемъ построить на аЪ въ плоскости В такой прямоуголь­
ный треугольнику гипотенуза котораго АВЪ выразитъ величину отрезка 
АВ. Одинъ катетъ аЬ данъ, другой катетъ А0а = а'а\, т. е. выражаетъ 
разность высотъ концовъ вертикальной проекщи отрезка надъ осью ОХ. 
На черт. 43 все эти построения исполнены въ проекщяхъ. Итакъ, длина 

2* 
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отрезка ЛВ въ пространств^ определяется, какъ гипотенуза прямоуголь-
наго треугольника, одинъ изъ катетовъ котораго равенъ длине горизон­
тальной проекцш отрезка, а другой — разности т разстоятй концовъ 
вертикальной проекцш того же отрезка отъ оси ОХ. 

Черт. 42. 

X о 

а 

т 
< ь' 

а. ь. 

ь 

а </ 
А. 

Черт. 43. 

Ту же величину отрезка ЛВ можно определить и инымъ способомъ 
(черт. 44). Проведемъ изъ точки В линш, параллельную а'Ъ', до встречи 

съ Ла' въ точке Вх. Получаемъ прямоугольный треугольникъ съ пря-
мымъ угломъ при Вх. Два катета этого треугольника известны: одинъ 
катетъ ВВХ — а'Ъ', другой равенъ разности разстоятй концовъ прямой 
ЛВ до плоскости V или концовъ аЬ до осп ОХ. Поэтому величина 
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отрезка прямой АВ въ пространстве определяется, какъ гипотенуза пря-
моугольнаго треугольника, однимъ катетомъ котораго является величина 
вертикальной проекцш, а другимъ—разность разстояшй концовъ горизон­
тальной проекцш отъ оси. Для опредЬлешя АВ во второмъ случае до­
статочно построить въ плоскости V на а'Ь' прямоугольный треугольнику 
одинъ катетъ котораго а'Ь' (черт. 45), а другой равенъ разности п раз­
стояшй концовъ горизонтальной проекцш отъ оси ОХ; гипетенуза A,fi' 
и будетъ выражать истинную длину отръзка АВ. 

Комбинируя эти два случая, получаемъ следующую теорему. 
Теорема 4. Величина отръзка прямой лиши въ пространств* выра­

жается гипотенузой прямо угольнаго треугольника, однвмъ катетомъ ко­
тораго служитъ одна изъ проекцш даннаго отрезка, а другимъ—раз­
ность разстоянш концовъ другой его проекцш до оси ОХ. 

Разсматривая прямоугольный А-къ AAtB (черт. 42), нетрудно заметить, 
что уголъ а между лишями АВ и АХВ выражаетъ уголъ наклона пря­
мой АВ къ плоскости Я и онъ определяется, такъ сказать, попутно, на 
черт. 43, при нахождеши длины отръзка АВ аЬА0 — £_ АВА^. 
Подобнымъ же образомъ изъ чер­
тежа 45 определяется и уголъ р 
наклона прямой АВ къ плоскости 
V, такъ какъ Д А0Ь'а' равенъ Д-ку 
АВВХ (черт. 44), въ которомъ 
уголъ ¡3  между лишями АВ и BtB 
выражаетъ уголъ наклона АВ 
къ V. 

Задача .1» 3. 
На черт. 46 дано въ ортогональ-

ныхъ проекщяхъ изобралгеше деревян­
ной треноги ABCS, къ верхнему узлу 
которой i> подвъшенъ на цъпи SD грузъ 
D. Определить: 

1) Длины ногъ AS, BS и CS треноги. 
2) Углы ихъ наклона къ землъ М. 
3) Длину цъпи SD. 
Рпшете: Разоматрнвая горизон­

тальную проекщю треноги, видимъ, 
что длины as = bs — es. Изъ вертикаль­
ной же проекцш треноги видно, что 
разность растоянгй S'd0 конца S всъхъ 
треногъ надъ ихъ основаньями одна и 
та же. Поэтому заключаемъ, что и 
длины веЬхъ трехъ ногъ треноги и углы 
наклона ихъ къ земля будуть одннако-
овыми, и достаточно определить длину и уголъ наклона къ земле одной изъ нихъ, 
напримт.ръ, SC. 

Черт. 46. 
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Н а основанш теоремы 4-й стропмъ прямоугольный треугольникъ сг?^, однпмъ 
катетомъ котораго принимаемъ а другими (?Ь'1 = (?0з'. Длина гипотенузы 5,с 
равная по ^масштабу 4,1 метра, и будетъ равна длинт. каждой ноги треноги, а 
угодъ а = 60° между д с̂ и (1с равенъ углу наклона ногъ къ землъ. Длина цъпи 81), 
которая виситъ вертикально, и, следовательно, проектируется на V безъ пскажетя, 
измеряется длиною отрезка л'я' и равна по масштабу 3 метр. 

й) Опредгъленге слтъдовъ прямой лиши. 

Следами прямой лиши называются точки пересЪчешя ея съ плоско­
стями проекщй. Въ общемъ случай прямая лпшя имеетъ два следа: го­
ризонтальный Ж (черт. 47), т. е. точку пересъчешя ея съ плоскостью 
Л, и вертикальный К, точку пересЪчешя ея съ плоскостью V. Раз-
сматривая чертежъ 47, нетрудно видъть, что точка М, совпадая со своей 

Черт. 47. Черт. 48. 

горизонтальной проекщей, будетъ иметь вертикальную проекцш т! на 
оси: но въ то же время т! должно находиться и на продолженш лиши 
а'Ъ', такъ какъ сама точка М лежитъ на продолженш АВ. 

Подобнымъ же образомъ вертикальный слъдъ Л т совпадетъ со своей 
вертикальной проекщей п', горизонтальная же проекщя его и будетъ ле­
жать на оси въ точке пересЬчешя последней съ горизонтальной проек­
щей аЪ прямой. 

Итакъ, имеемъ следующую теорему для определешя следовъ пря­
мой лиши, заданной въ ортогональныхъ проекщяхъ: 

Теорема 5. Для нахождешя горизонтальнаго следа прямой лннш до­
статочно продолжить вертикальную проекщю прямой до пересеченш съ 
осью, въ полученной точкъ возстановнть въ плоскости Н перпендикуляръ 
къ ОХ и продолжить его до пересечены съ горизонтальной проекщей 
прямой въ точк%, которая и будетъ искомымъ следоиъ. 

Для нахождешя вертикальнаго следа достаточно продолжить гори­
зонтальную проекщю прямой до пересеченш съ осью, въ полученной 
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точке возстановить въ плоскости V перпендикуляръ къ ОХ ж продол­
жить его до пересечешя съ вертикальной проекщей прямой въ точке, 
которая и будетъ искомымъ следомъ. 

На чертеж^ 48 все эти построетя исполнены въ ортогональныхъ 
проекщяхъ. 

Следы профильной линш на основаши этого правила найти нельзя, 
такъ какъ перпендикуляры къ оси, на которыхъ лежать искомые следы, 
не будутъ пересекаться съ соответствующими проекциями прямой, а 
сольются съ ними. Для определешя же следовъ поступаемъ следующамъ 
образомъ: 

^ - — - . _1 

т ' М т 

У 
Черт. 49. Черт. 50. 

Пусть дана въ пространстве (черт. 49) профильная прямая лишя АВ 
и показаны ея проекщи аЬ и а'Ъ'. Спроектируемъ АВ на вторую верти­
кальную (профильную) плоскость проекщй ТТ. Очевидно, проекщя в ' 1 й 1 ' 
на этой плоскости будетъ равна и параллельна самому отрезку АВ пря­
мой въ пространстве. Продолжимъ а'^Ь', до пересечешя съ осями ОТ и 
02 въ точкахъ от/ и и,'. Нетрудно видеть, что разстояшя точекъ и 
и / отъ оси ОХ будутъ равны разстояшямъ следовъ М и Л г прямой АВ 
до той же оси, т. е. 

тхО — Мт' 
и 

Кроме того проекщи отрезка о^й/ на оси ОУ и ОХ будутъ со­
ответственно равны проекщямъ АВ на В и V, т. е. 

и « о ' V = « ь 

а0> Ъ0'=а'Ь>. 
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Наконецъ: 
Оа0" ~ т 'а 
ОЬ0" = тЧ, 
Оап' = па' 
ОЪ,! = пЬ>. 

Разрежемъ теперь плоскости И 7 и Л по линш ОУ и совмъстимъ ТУ 
съ V, вращая ТУ влево вокругъ 0 2 , и Л съ У, вращая Л внизъ во-
кругъ ОХ. Тогда получимъ фигуры, изображенная на черт. 50. 

Изъ разсмотрешя этого чертежа, где профильная прямая задана уже 
въ ортогональныхъ проекщяхъ, видно, что для нахождешя с.тЬдовъ этой 
прямой необходимо сделать следующая построетя: 

1) Провести черезъ точку О оси ОУ и 02_ [_0Х. 
2) Найти проекщи а0" и Ь0" точекъ а и Ъ на ось ОУ. 
3) Описать изъ точки О какъ изъ центра дуги рад1усами Оа0" и 0Ь0" 

до пересъчетя съ продолжешемъ оси ОХ въ точкахъ а0" и Ь0". 
4) Возстановить въ этихъ точкахъ перпендикуляры къ ОХ и заме­

тить точки а / и пересЬчешя ихъ съ соответственными лишями, па­
раллельными ОХ и проведенными изъ а' и V. 

5) Соединить точки и й / и продолжить линш ах' и 6/ до пере-
сечешя съ лишен ОХ' въ точке «и,' и съ лишен 0 2 въ точке я / . 

6) Провести изъ линш, параллельную ОХ, до пересечешя съ про­
должешемъ а'Ъ' въ точке Ж 

7) Засечь линш ОУ дугою круга радхуса Отх' изъ центра О въ 
точке »»,' и провести изъ дагД линш парал­
лельную ОХ, до пересечешя съ продол­
жешемъ аЬ въ точке М. 

Точки М и Л1" и будутъ искомыми 
следами профильной линш. 

Вместо профильной плоскости ТУ, про­
веденной въ стороне отъ линш АВ, можно 
было бы провести профильную плоскость 
черезъ линш АВ и совместить эту пло­
скость съ У. Тогда въ ортогональныхъ 
проекщяхъ построетя несколько упро­
щаются, какъ это видно на чертеже 51. 

Такъ какъ следы лиши разделяютъ 
прямую на части, лежапця въ разныхъ 

Черт. 51. углахъ пространства, то они будутъ слу­
жить и границами видимости прямой. 

Поэтому проекщи прямой, лежащей въ пределахъ перваго угла про-
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странства, мы должны, согласно высказанному ранее (стр. 2) услов1ю 
чертить сплошной чертой, а продолжешя ихъ, какъ проводи невидимыхъ 
частей прямой, лежащихъ въ другпхъ углахъ пространства, пунктиромъ. 

Итакъ, границами видимости прямой являются ея следы на передней 
поле плоскости Л и на верхней поле плоскости V. На чертеже 52 по­
казаны проекщи и обозначены видимыя и невидимыя части четырехъ 
прямыхъ АВ, СВ, ЕР и КВ, изъ которыхъ первая проходитъ въ IV, 
I и II углахъ, вторая—въ I, II и III. третья—въ II. III и IV, а четвер­
тая—въ I. III п IV. 

Черт. 

Буквами обозначены следы прямыхъ. 
Предлагаемъ читателю показать на каждой изъ этихъ прямыхъ по 

три точки, лежащихъ въ разныхъ углахъ. 
Заметимъ, что въ большинстве случаевъ нетъ необходимости прочер­

чивать лиши, подобныя лпшямъ а'а, Ь'Ь и т. д. (черт. 45), перпенди-
кулярныя къ ОХ и соединяющая разноименныя проекщи одной и 
той же точки. Одинаковыя буквы а и а', Ъ и Ь1 и т. д., поставленныя 
у проекщй точки уже показываютъ, что эти точки находятся на одномъ 
перпендикуляре къ оси. 

Задача № 4. На чертеж-в 53 изображены въ ортогональныхъ проекпдяхъ: камен­
ная стана съ воротами, ръка съ набережными и подъемный мостъ АВСВ съ осью 
вращетя АВ. Фасадъ ствны совпадаетъ съ плоскостью V, а поверхность моста и 
набережной—съ плоскостью Н. По верхнему краю ет-Ьпы должны быть укреплены 
два блока для цъпей, поднимающихъ мостъ и прпкръп.тяемыхъ къ концаиъ его В п С. 
Когда мостъ опущенъ, то длины цъпей между каждымъ блокомъ и соотвътствугощимъ 
концомъ моста равны по 8 метрамъ. Определить положеше блоковъ на краю стЬны. 

Рплиенм. Концы оси каждой цъпи должны лежать на плоскостяхъ проекщй, 
т. е. будутъ являться слъдами этой оси на V и В.. Вертикальныя проекцш эгихъ 
коацовъ каждой оси будутъ находиться: одна на лиши т'п', вертикальной про­
екции верхняго края стъны, другая—на оси ОХ. Разность разстояши концовъ 
вертикальной проекщи каждой цъпи будеть равна разстояшю между зжшямн т'п' 
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и ОХ, т. е. ддпнъ д'Ь'. Зная же длину самой цьпи (8 метр.), нетрудно, припоми­
ная теорему 4-ю, построить прямоуг ольный треуго.тьнпкъ б/з'б', у котораго гипоте­
нуза равнялась бы 8 метр., одинъ категь бьтлъ бы д'Ь'. Тогда другой катетъ / /6 'бу-
детъ равенъ длинъ горизонтальной проекцш цъпи. 

m е —7 1 
/ 

/ 
/ Г 

1 

/ 
/ 

\ 

/ \ 

b , л 
/ 1 е' 

а "и 

/ у РЪк/> 

6 в <0 12 

"Черт. 53. 

Заеъкая пзъ точки 6 ось ОХ дугою круга рад1уса, равнаго 6/6', получимъ 
точку е. Лпшя Ъе и будетъ горизонтальной проекщей оси цъпи. Возстановляя въ 
V пзъ точки е перпендикуляръ къ ОХ до пересъчешя съ т'п', получпмъ точку е', 
вертикальную лроекщю центра блока Е. Лишя ВЕ{Ъе. Ъ'е') и будетъ искомой осью 
цъпи. Ось другой цъпп № (с/, с'/) будетъ расположена справа отъ моста сим­
метрично <;ъ .тввой цъпыо. 

е) Дгьленге лгтги въ данномъ отношент. 

Теорема 6. Еслн какая-нибудь точка С (черт. 54) Д Е Л И Т Ь отр4зокъ АВ 
прямой лиши въ пространств^ въ данномъ отношенш т : п, то и про­
екцш (с и с') этой точки дълятъ соответственный проекцш (аЬ и а'Ъ') 
прямой въ томъ же отношенш. 

Доказательство. Проведемъ плоскости АВаЬ и АВа'Ь', проектирующш 
отрезокъ АВ съ лежащей на немъ точкой С на В и V, и найдемъ про­
екцш ab, а'Ь', с tí  с1 отрезка АВ и точки С на В и V. Разсматривая 
плоскую фигуру ABab, видимъ, что лиши, проектируюпця точки А, В и 
С на JB, являются взаимно параллельными, а потому онъ" раздЬляють 
прямы я АВ и аЪ на части пропорцюнальныя, т. е. 

ас АС т 
сЪ ~~ С В ~ п ' 
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То же самое можно сказать относительно лиши АВ и а'Ь1, которыя 

V , 
а 

с' 

а ; ; \ п с. / :ь. 

Черт. 54. Черт. 55. 

разделятся тремя взаимно параллельными проектирующими лишямп Аа!, 
Сё и ВЪ' на части пропорщональ- 3 

ныя, т. е. 

с'Ь' 
АС 
СВ 

т 
п ' 

что и требовалось доказать. 
На чертеж* 55 показаны ортого-

нальныя проекцш отрезка АВ пря­
мой, разделенной точкою С въ про­
странстве на части съ отноше-
шемъ т : п. 

Задача Л? о. На черт. 56 показана въ 
ортогональныхъ проекщяхъ схема дере-
вянныхъ стропи.ть кровли, перекрываю­
щей здаше, квадратное въ пданъ. Стро­
пила состоять изъ четырехъ ногъ Ав, В8, 
С5 и 1/8, пересекающихся въ общемъ 
коньк-Ь Я 

Концы ногъ попарно соединены ме­
жду собою поясами ЛО и В1). Въ мъстЬ Е 
пересъчешя поясовъ послъдше соединены 
съ конъкомъ 5 подвъской вЕ. 

Послт. окончан1я постройки оказа­
лось необходимымъ подпереть прогибаю-
ндяся ноги подкосами, которые упирались бы 
а другимъ—въ точки ногъ, дълящДя длины 
ротгая части ногъ отъ стЬнъ. 

однимъ своимъ концомъ въ уголъ Е, 
ногъ въ отногпеши 2 : 3, считая ко-
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Показать на чертежъ проекцш этихъ подкосовъ и определить длину пхъ осей. 
Рпшеые. На основанш теоремы 6-й дълимъ проекцш ногъ проекщями точекъ 

в, И и I въ отногпенщ 2: 3. 
Для этого проведемъ, напримъръ, изъ точки в случайную прямую в& и отло-

жимъ на ней въ масштаб» длины: = 3 метр, и 1к = 2 метр. Соединимъ точки к и 
о и проведемъ прямую //, параллельную ка, до пересъчешя съ ва въ точкв / , кото­
рая и будетъ искомой. Вертикальная проекция / ' будетъ лежать на прямой о'а' въ 
точкъ пересъчетя ея съ перпендикуляромъ, проведеннымъ къ ОХ изъ / . Осталь­
ные точки 67, Н и / расположатся симметрично относительно точки 5 и линш ««'. 
Проекщи подкосовъ изобразятся лпшями: е'/1, е/; е'д', ед; е'У, еЬ; е'г', а. Длины вевхъ 
подкосовъ будутъ одинаковыми. Длпна какого-нибудь подкоса, напримъръ, ЕЕ опре­
делится на основанш теоремы 4-й, какъ гипотенуза еЕ0 прямоугольнаго треуголь­
ника, однимъ катетомъ е/ котораго служить горизонтальная проекщя подкоса, а 
другимъ —• отръзокъ /Е0, равный разности / ' /„ разстоянш концовъ / ' и с' другой 
проекцш до оси ОХ. 

§ .3. ДвЪ прямыя лин1и. 

а) Различным взаимный положетя литй. 

Две прямыя лиши могутъ занимать следующая характерный поло­
жена относительно другъ друга: 

1) Онъ могутъ быть взаимно параллельными, 
2) » » взаимно пересекаться, 
3) » » быть не параллельными и не пересекаться другъ съ 

другомъ. Татя линт называются скрещивающимися въ пространстве 
или образующими пространственный крестъ. 

Разсмотримъ, какъ отражается относительное положеше прямыхъ въ 
пространстве на относительномъ положенш ихъ ортогональныхъ проекщй. 

1) Лиши, параллельный другъ другу. 

Пусть даны въ пространстве две взаимно параллельныя лиши АВ и 
СВ (черт. 57). 

Плоскости АВаЪ и СВс&, проектируются эти лиши на И, будутъ, 
очевидно, взаимно параллельными, и пересекутся съ В по лиЩямъ аЬ 
п ей, взаимно параллельнымъ. 

Подобнымъ же образомъ плоскости ЛВа'Ь' и СВс'и1', проектирующая 
лиши АВ и СВ на У, будутъ также взаимно параллельными и пере­
секутся съ У по лишямъ а'Ь' и с'й', взаимно параллельнымъ. 

Отсюда вытекаетъ следующая теорема: 
Теорема 7. Одвоименныя проекщи лиши, параллельныхъ другъ другу 

въ пространстве, между собою параллельны. 
На черт. 58 показаны проекщи двухъ лишй АВ и СВ, параллель­

ныхъ другъ друг}', а'Ь' || с'сТ и аЪ [| ей. 
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Въ частномъ случай, когда лиши въ пространстве являются профиль­
ными, ихъ одноименныя проекцш будутъ всегда параллельны другъ другу, 
хотя бы сами лиши и не были взаимно параллельными. Напримъръ, на 
черт. 59 показаны две профильныхъ лиши АВ и СВ, которыя не па­
раллельны другъ другу, а между гъмъ у нихъ аЬ \\ ей и а'Ь1 || с'д,'. На 
томъ же чертеж^ показаны и две взаимно параллельныхъ профильныхъ 
лиши СВ и ЕР. Сравнивая расположеше проекцш линш АВ, СВ и 
ЕР, нетрудно заметить, что у линш профильныхъ и параллельныхъ 
другъ другу: 

1) одноименныя проекцш взаимно параллельны; 

а 
Н 

Черт. 57. Черт. 58. 

2) точки на разноименныхъ проекщяхъ одинаково расположены отно­
сительно оси, т. е., если с дальше отъ ОХ, чемъ (I, и о71 дальше отъ ОХ, 
чемъ с', то и проекцш концовъ другой прямой также должны быть 
расположены, т. е. е дальше отъ оси, чемъ (, п дальше отъ оси, 
чемъ е'; 

3) отношешя длинъ проекцш должны быть одинаковы, т. е. должно 
иметь место равенство: 

с (7 _ е / 
сЧ' ~~ е17п 

каковое нетрудно вывести изъ подоб1я треугольниковъ СВВХ и ЕРР^, 
имея въ виду равенство длинъ: 

СВ, = ей; ВВ, = й'с'; ЕР, = ef я РРХ = / V . 

На чертеже 60 показаны проекцш трехъ профильныхъ прямыхъ, изъ 
которыхъ СВ и ЕР взаимно параллельны, а АВ имъ не параллельна. 
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2). Линш, пересБкающ1ЯСя другъ съ другомъ. 

На черт. 61 представлены две линш АВ и СО, пересъкаюгщяся въ 
пространств^ въ точке Е. 

Такъ какъ точка Е принадлежитъ обеимъ лишямъ, то и проекцш ея 
должны лежать на проекщяхъ обеихъ линш, т. е. горизонтальная про-

V } 

а а 1 
г 

. ' в 
ь' 

ь„ / Ч; 
с' 

А / 
е 

во 

Черт. 59. 

екщя е должна лежать на пересеченш горизонтальныхъ проекщй аЬ и 
со1, а вертикальная е'—на пересечеши вертикальныхъ проекщй а'Ь' и 
с'а7' (черт. 62). 

Черт. 60. 

Отсюда вытекаетъ следующая теорема: 
Теорема 8. Если прямыя лиши въ пространстве пересекаются, то и 

одноименныя проекцш ихъ пересекаются, при чемъ точки пересечения 
однонмешшхъ проекцш располагаются на одномъ перпендикуляре къ 
вся ОХ. 

Такпмъ образомъ, для нахождешя точки пересечешя двухъ линш АВ 
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и СВ. заданны хъ ортогональными проекциями, следуетъ (черт. 62) про­
должить ихъ горизонтальныя проекщи до пересечешя въ ТОЧКЕ е, и вер-
тикальныя проекщи въ ТОЧКЕ е'. Точка Е (е,е') п будетъ точкой пере-

О 

Черт. 61. Черт. 62. 

сечетя прямыхъ, при чемъ еже' должны располагаться на одномъ пер­
пендикуляре къ ОХ. 

Если даны дв'Ь профильныя линш АВ и СВ (черт. 63), то найти 
точку ихъ встречи описаннымъ щие-
момъ нельзя, и тогда можно восполь­
зоваться методомъ проектировашя 
прямыхъ на профильную плоскость и 
совм'вщешя последней съ V, каковой 
методъ мы уже применяли для на-
хождешя слъдовъ профильной линш 
(стр. 23, черт. 49—51). 

На черт. 63 даны дв'Ь профиль-
ныхъ линш АВ и СВ. 

За новую вертикальную плоскость 
(РГ) проекщй принята плоскость 
этихъ лиши. Эта плоскость совмъ-
щена съ плоскостью V также, какъ 

Черт. 63. 
это было уже объяснено раньше 
(стр. 24). Линш АВ и СВ изобразятся въ проекщи на Ж въ видь пря­
мыхъ а / о / и с,'г?/, пересекающихся въ точке е / . Остается теперь по­
вернуть обратно плоскость ТР и найти проекщи е' и е точки Е при за-
данномъ положенш прямыхъ. 

3). Лиши, не пересекаюппяся между собою. 

Если лиши въ пространстве при продолжении своемъ не пересе­
каются, то для ихъ проекщй не будетъ иметь места теорема 8. На чер-
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теже 61 показаны две тамя не пересекающаяся лиши АВ и СР, при 
чемъ СВ имеетъ ту же самую горизонтальную проекцш, что и СВ, но 
вертикальную проекцш, уже другую, с'/1', которая пересЬкаетъ а'Ъ' уже 
не въ ТОЧКЕ е', а въ другой точке, к'. При совмещенш V съ В точки 
е и к', очевидно, уже не будутъ лежать на одномъ перпендикуляре къ 
оси ОХ. 

Задача X О. На черт. 64 показано пзображеше въ ортогональныхъ проекцДяхъ 
системы газопроводныхъ трубъ. Показать, кашя трубы параллельны другъ другу и 
отметить точки пересъчешя трубъ. 

Ргыиепге. На основанш теоремы 7-й заключаемъ, что трубы АВ\\Е1 и 1К\\СЪ, 
такъ какъ соответственный одноименный проекцш взаимно параллельны. Кромъ 
того, трубы В1) и также взаимно параллельны, такъ какъ онт> перпендику­
лярны къ V. 

Y 
Черт. 61. 

Для того, чтобы определить, будутъ ли параллельны другъ другу трубы 10 п 
РМ. спроектируемъ ихъ на профильную плоскость ТУ и совмъстимъ ее съ V, вра­
щая вокругъ оси ОХ вправо. Проекциями этихъ линш на ТГ" будутъ прямыми 1/0/ 
п ^1'я>1', не параллельныя другъ другу; следовательно и въ пространстве линш 10 
и РМ будутъ другъ другу не параллельны. 

Въ этой же проекцш на ТГ видпмъ, что точка 1,' лежитъ на линш «/о/, но въ 
то же время точка 1 въ пространстве лежитъ и на линш СЬ. Следовательно, въ 
точке 1 пересекаются трубы СЬ и 10. 

Ъ) Проекпшрованге углтъ между двумя лингями. 

Пусть данъ въ пространстве плосий уголъ ABC (черт. 65). Пред-
положимъ, что плоскость его параллельна плоскости проекщй, напри-
меръ, В. Спроектируемъ обе лиши АВ и ВС на В. Нетрудно видеть, 
что уголъ между проекщями ah и Ъс будетъ равенъ углу ЛВС, такъ 
какъ оба угла abc и ABC являются углами, образованными пересече-
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Н1емъ граней двуграннаго угла съ ребромъ Аа двумя, взаимно параллель­
ными плоскостями, ЛВС и abc. 

Если же плоскость проектируемаго угла будетъ не параллельна пло­
скости проекщй, то уголъ въ общемъ случай спроектируется на эту пло­
скость съ искажешемъ. 

Разсмотримъ проектироваше прямого угла (черт. 66). Пусть одна сто­
рона 1К прямого угла параллельна плоскости проекщй, напримЬръ, Л", 
а другая сторона пасположена случайно, занимая положеше LI. Спро-

Черт. 65. Черт . 66. 

ектируемъ стороны угла на В двумя проектирующими плоскостями Р и 
В. Лишя 1К, перпендикулярная къ BI и параллельная В, будетъ пер­
пендикулярна къ линш М, а, следовательно, будетъ перпендикулярной и 
къ плоскости Р . Проекщя ik, параллельная IK, будетъ также перпен­
дикулярна къ плоскости Р , а, следовательно, будетъ перпендикулярной и 
къ линш U сечешя плоскостей Р съ В, служащей проекщен прямой 
BI. Такимъ образомъ, прямой уголъ LIK, одна сторона котораго па­
раллельна В, спроектировался на В безъ искажения. 

Предшествуюпия разсуждешя позволяютъ высказать следующую тео­
рему. 

Теорема 9. Уголъ между двумя лишями проектируется безъ иска­
жены, если плоскость угла параллельна плоскости проекщй. Прямой же 
уголъ проектируется безъ нскажешя, если хотя бы одна его сторона па­
раллельна плоскости проекщй. 

На черт. 67 показаны ортогональныя проекщй: угла ABC. равнаго а 
и проектирующагося на Н безъ искажешя, треугольника BEF. углы ко­
тораго проектируются на V и В съ искажетемъ, прямого угла GIK, 
проектирующагося на В безъ искажешя, такъ какъ сторона его IK па¬

Н. Рыюгаъ. 3 
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раллельна Н, и прямого угла ВМК, проектирующагося на V безъ иска-
жешя, такъ какъ сторона его 3/Л' параллельна V. 

Черт. 67. 

Замьтимъ, что угломъ между литями скрещивающимися, т. е. не па­
раллельными и не пересекающимися, называется уголъ между двумя пря­
мыми, параллельными даннымъ и пересекающимися другъ съ другомъ. 

Задача Л? Г. На черт. 68 

1У//////////////////7////А х 

< 

Черт. 68. 

вершннъ Д , равенъ углу между 
углу между цъпью и стрелой CD. 

пзображенъ поворотный подъемный кранъ со стръ-
^' ламп АО, ВТ) и СО, укръплен-

нымп на вращающейся платформе 
ЛВС (на чертеже заштрихована). 
Черезъ блокъ, находящшся въ 
углу Д перекинута цъпь ОЕ. 
Опредълнть углы между цепью 
и каждой стръ.тоя крана, а также 
углы между стрелами. 

1'1ьшен1е. Уголъ между цепью 
п стрелой А1>, оси которыхъ 
параллельны V, проектируется, 
согласно теореме 9-й, на V безъ 
пскажеюя и равенъ углу а ме­
жду а'г]' и 4'е'. 

Уголъ между цепью и стре­
лой ВО легко определить изъ 
прямоз'гольнаго треугольника 

, ВЬЕ, у котораго катетъ ВЕ 
проектируется на Н безъ иска-
ж е т я и равенъ длине Ье, а ка­
тетъ 1>Е проектируется на V 
безъ искажев1Я и равенъ длине 
<?'«'. По этимъ двумъ катетамъ 

' строимъ на Н прямоугольный 
треутольникъ МД„ у котораго 
(Щ, = й'е1. Гипотенуза ЬД, »того 
треугольника равна истинной 
длине стрелы ВО, а уголъ ^ при 

цепью и стрелою ВТ) и равенъ по симметрии 
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Зная длины всъхъ стръдъ АО и ВО = СО = Ы)0 и зная, что стороны ab, be н ас 
треугольника ABC проектируются на Н безъ иекажешя, такъ какъ платформа ABC1  

параллельна Н, нетрудно по тремъ сторонамъ построить пстпнныя фигуры тре-
угольниковъ ABD и BCD. На черт. 68 треугольникъ аО,Ъ равенъ Д-ку ABD, при 
чемъ аВ\ = a'd'; bl)t — ЬО„. 

Д-къ 6сХ»2 равенъ Д-ку В СЛ. при чемъ ЬО., — с02 — ЬОа. Уголъ aOlb = y равенъ 
углу между стрвлоп AD и стрелами ВО и СО, а уголъ ЬОгс — о углу между 
стрелами ВО и СО. 

§ 4. Плоскость. 

а) Задашс плоскости. 

Въ пространств^ плоскость можегъ быть определена следующими че­
тырьмя способами: 

1) тремя точками, не лежащими на одной прямой лиши: 
2) прямою лишею и точкою вне ея: 
3) двумя пересекающимися лишями; 
4) двумя параллельными лишями. 
Очевидно, отъ каждаго изъ этихъ способовъ легко перейти къ другому. 
На черт. 69 показаны въ ортогональныхъ проекщяхъ задашя пло­

скости каждымъ изъ уномянутыхъ способовъ. 

ь' 
• с ' 

• а*. 

b' 

а ' / 

ь ' 

/ А 
.b 

а-

•с \ А Jo 

. с 

О 

Черт. 69. 

Всякая плоскость при продолжении въ общемъ случае пересечеть 
плоскости проекцш У и В, и лиши пересечешя съ У и В, называемыя 
слгьдами плоскости на плоскостяхъ проекшй, являются очень удобными 
для задашя плоскости, такъ какъ по расположешю этихъ лиши легко 
судить о положеши самой плоскости относительно плоскостей проекцш. 

На черт. 70 изображена въ пространстве случайная плоскость Р, пе­
ресекающая У я В. 

Лишя АВ сечешя Р съ V называется вертикалънымъ слпдомъ пло-
з* 
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скости Р и обозначается двумя буквами Pv, изъ которыхъ первая, 
большая буква, обозначаетъ плоскость Р, а вторая, малая, плоскость V. 
Очевидно, сл^дъ Р*> или АВ совпадаешь со своей вертикальной проекщей 
(а'Ь1), горизонтальная же его проекщя совпадетъ съ осью. 

X о 

Черт. 70. Черт. 71. 

Лишя АС сЬчешя Р съ В называется горизонтальнымъ слпдомъ 
плоскости Р и обозначается двумя буквами РЬ. Слълъ этотъ совпадаетъ 
со своей горизонтальной проекщей ас, вертикальная же его проекщя а'с' 
совпадетъ съ осью. 

х о 

Черт. 72. Черт. 73. 

На чертеж^ 71 показано въ ортогональныхъ проекщяхъ задаше слу­
чайно расположенной плоскости Р следами. Буквъ а, а', Ъ,Ь' и с, с' 
можно и не ставить. 

Заметимъ, что три плоскости Р, V и В пересекаются въ одной 
точке А, въ которой пересекаются и следы Pv и РЪ, плоскости. Точка 
эта лежитъ на оси ОХ и называется точкою схода слтьдовъ. 

Ь) Различный положенгя плоскости относительно плоскостей про-
екщй. 

Плоскость, которую пока будемъ обозначать буквой Р, можетъ за-
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нимать въ пространстве различный положешя относительно плоскостей 
проекщй. Разсмотримъ, какимъ образомъ расположеше плоскости Р отно­
сительно Л в V отзывается на расположеше следовъ РЮ и Рк относи­
тельно другъ друга и оси ОХ. 

1) Плоскость Р пересъкаетъ ось ОХ и расположена случайно (чер­
тежи 70 и 71). 

Въ этомъ случае следы Pv и Рк занимаютъ случайное положеше, 
но должны пересекаться въ точке схода, лежащей на оси ОХ. 

2) Плоскость Р перпендикулярна къ Л (черт. 72 и 73). 
Въ этомъ случае вертикальный следъ РУ, какъ лишя сечея!я двухъ 

плоскостей Р и V, перпендикулярныхъ съ третьей Л, будетъ перпен-
дикуляренъ къ оси ОХ. Следъ Рк будетъ занимать случайное положеше. 
Заметимъ, что въ этомъ случае уголъ наклона Р къ V будетъ проекти­
роваться на Л безъ искажешя и будетъ измеряться угломъ а между 
Рк и ОХ. 

3) Плоскость Р перпендикулярна къ V (черт. 74 и 75). 

X О 

Черт. 74. Черт. 75. 

Этотъ случай аналогиченъ предыдущему. Горизонтальный следъ Рк 
будетъ перпендикуляренъ къ оси, а вертикальный займетъ случайное по­
ложеше. 

Уголъ наклона Р къ Л спроектируется безъ искажешя на Г и бу­
детъ равенъ углу ¡3 между Рю и ОХ. 

4) Плоскость Р перпендикулярна и къ V и къ Л, т. е. является 
профильной (черт. 76 и 77). Въ этомъ случае оба следа будутъ пер­
пендикулярны къ ОХ и будутъ проходить черезъ общую точку схода. 
При совмАщеши V съ Л оба следа сольются въ одну прямую линш, 
перпендикулярную къ ОХ. 

5) Плоскость Р параллельна плоскости Л (черт. 78 и 79). Оче­
видно, въ этомъ случае следъ Рк будетъ располагаться въ безконечяо 
болыпомъ разстояши отъ ОХ, а следъ Рр будетъ параллеленъ ОХ. 
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Кром1! того, разстояше Рь ДО ОХ будетъ равно разстоянш пло­
скости Р отъ Н. 

Х О 

V 

н 

о 

^° 
Р Ь 

X 

Черт. 76. Черт. 77. 

6. Плоскость Р параллельна V (черт. 80 и 81). Въ этомъ случае 

Х О 

V 
Р У 
1 

V 

н 

н 
Черт. 78. Черт. 79. 

следъ Р^ будетъ параллеленъ оси ОХ, а Р^Грасположится въ оезко-

X О 

V 

V 

н 1 

* 
Р Ь 

н 
Черт. 80. Черт. 81. 

нечности. Разстояше РЬ до ОХ будетъ равно разстояшю Р до V. 
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7. Плоскость Р параллельна оси ОХ (черт. 82 и 83). Въ этомъ 
случа* следы РУ И РЬ будутъ параллельны оси ОХ и въ общемъ слу­
чае расположатся отъ нея въ неравныхъ разстоятяхъ т и и. Если же 

эти разстоятя будутъ равны, то это покажетъ, что плоскость Р накло­
нена къ V и Н подъ одинаковыми углами, равными 45°. 

8. Плоскость Р проходить черезъ ось ОХ (черт. 84 и 85). Въ этомъ 
случае оба следа Pv и РЬ сливаются другъ съ другомъ и съ осью ОХ, 
и задав!е плоскости только следами является неопределенным^ такъ какъ 

»3* 1 

; га 

Н р у • РЬ 

'а 

Черт. 64. Ч е р т 8 5 , 

можно провести безчисленное множество плоскостей, которыя проходили 
бы черезъ ось ОХ. Для определенности задашя следуетъ обозначить ка­
кую-нибудь точку $ плоскости Р, не лежащую на оси ОХ. Если раз­
стоятя тип точки О, до плоскостей проекщй будутъ одинаковыми, то 
плоскость Р совпадешь съ биссекторной плоскостью двуграняаго угла 
между плоскостями V и Н, и тогда всякая точка такой плоскости бу­
дешь находиться на одинаковыхъ разстоятяхъ огь V и Н. 
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с) Построен/е слъдовъ плоскости. 

Имея въ виду легкость определешя положешя плоскости Р относи­
тельно V и В по ея слъдамъ, выгодно бываешь перейти отъ задашя 
плоскости по одному изъ вышеупомянутыхъ способовъ (черт. 69) къ за-
дашю ея следами. 

Такъ какъ отъ любого изъ четырехъ случаевъ задашя плоскости (чер-
тежъ 69) легко перейти къ другому, то мы въ дальнМшемъ покажемъ 
лишь, какъ строятся следы плоскости, заданной двумя пересекающимися 
лишями. 

Пусть (черт. 86 и 87) дана плоскость двумя лишями АВ и СВ, пе­
ресекающимися въ точке Е. Если мы продолжимъ эти лиши до пересе-
чешя съ плоскостями проекщи и найдемъ следы ихъ, то, очевидно, эти 
последше должны принадлежать и следамъ плоскости, определяемой пря­
мыми. Поэтому, задача на построеше следовъ плоскости сводится къ за­
дач* на нахождеше следовъ лишй, определяющихъ плоскость. 

На черт. 86 и 87 построены вертикальные следы N а В а гори­
зонтальные следы М и 5. Лишя 2?В будешь являться вертикальнымъ 
следомъ плоскости, а л и т я МБ — горизонтальнымъ следомъ. Если по­
строены на черт. 87 выполнены точно, то оба следа должны сходиться 
въ общей точке К схода следовъ, лежащей на оси ОХ. 

Следы же прямыхъ лишй строятся такъ, какъ указано въ теореме 5-й 
(стр. 22). Въ случае, если одна изъ прямыхъ лишй, оиределяющихъ пло­
скость, является профильной лишей, следы которой прямо по теореме 5-й 

X 

Черт. 86. Черт. 87. 
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построить нельзя, то для построешя следовъ плоскости можно применить 
следуюпдй пр1емъ: 

Пусть (черт. 88) плоскость задана 
двумя лишями АВ ж ВС, изъ ко-
торыхъ ВС профильная. Выберемъ 
на этой лиши какую-нибудь точку 
С такъ, чтобы лишя АС имела сле­
ды въ предЬлахъ чертежа, и строимъ о 
следы М, Л г, В и £ лишй АС и 
АВ, лежащихъ въ той же заданной 
плоскости. Линш RN и МБ и будутъ 
искомыми следами плоскости. 

Задача X 8. На черт. 89 въ ортого-
нальныхъ проекщяхъ изображены: 1) ка­
менная стъна, фасадъ которой совпадаетъ 
съ V, 2) стропила крыши кирпичнаго са­
рая, состоящая изъ стоекъ АВ и СД, ногъ 
АЕ, АЖ, СК и СЪ и подкосовъ 67/, III, 
МИ и .Л'Я. Плоскость II совпадаетъ съ поверхностью земли. Требуется по­
строить линш с в ч е т я (слъды) крыши сарая съ землей и со стъноп, предполагая, 
что положеше крыши определено ногами стропилъ. 

Черт. 89. 

Рпшете. Находимъ горизонтальные слъды Я, Т, V и V линш АЕ, АЕ, СК и СЕ. 
Соединяя попарно точки 5 съ V и Т съ V, получимъ горизонтальные слъды РЬ. и 

или лиши съчешя крыши съ землей. 
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Замвтпиъ точки 1 и 2 дересЬчешя ятихъ елЬдовъ оъ осью ОХ. 
Далъе находпмъ вертикальный слъдъ О, конька крыши .1С. Черезъ точку 

должны пройти вертикальные слъды или линш съчетя крыши съ плоскостью 
стъны. Соединяя точки 1 и 2 съ точкою и получпмъ эти с.твды Р>; и Яг. 

й) Горизонтали и фронтали плоскости. 

Среди ЛИНШ различныхъ направлен^, которыя могутъ лежать въ лю­
бой плоскости, отметимъ два рода лягай, пм'Ьющихъ широкое примк­
нете въ техник^. 

ОднЬ изъ лишй, наприм^ръ, АВ на черт. 90 и 91, располагаясь въ 
данной плоскости, могутъ быть въ то же время горизонтальными, т. е. 

1 т 

Х О 

ь' 

; с \ ч \ г п \ 

а \ / У 
Уа\ У М т 

Ус 
ь 

/4> 

Черт. 90. Черт. 91. 

параллельными плоскости В и следу Р/г. Татя лиши называются гори­
зонталями плоскости Р. Друпя лиши, наприм^ръ, АВ, располагаясь 
въ данной плоскости, могутъ быть въ то же время параллельными V и 
сл^ду Рь\ Тагая линш называются фронталями плоскости Р. Такъ 
какъ горизонталь АВ параллельна РА, то аЪ будетъ параллельна РЬ, а 
а'У параллельна ОХ (по теореме 7-й. стр. 28). Подобнымъ же обра-
зомъ для фронтали АВ будемъ иметь, что а'с1' будетъ параллельно Рг, 
а ай параллельно ОХ. 

Изъ свойствъ горизонталей и фронталей вытекаетъ следующш пр1емъ 
пpoвeдeнiя такихъ лишй въ проекщ'яхъ. Пусть, напримеръ, дана пло­
скость Р следами РУ И РЪ, (черт. 91) и дана вертикальная проекщя а' 
точки А при условш, что А лежишь въ Р . Требуется провести черезъ 
точку А горизонталь и фронталь плоскости Р . 

Цроводимъ черезъ а' лишю а'Ъ', параллельную ОХ. Эта лишя будешь 
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вертикальной проекщей искомой горизонтали. Продолжаемъ а'Ъ' до пе-
рееЬчетя съ РУ ВЪ точке п', которая будетъ служить вертикальнымъ 
слъдомъ лиши АВ. Горизонтальная проекщя п этого следа располо­
жится на оси ОХ. Проводимъ черезъ п параллельно Рк линш пЬ, ко­
торая будетъ горизонтальной проекщей горизонтали АВ. Горизонтальная 
проекщя а точки А будетъ лежать на лиши пЬ въ МЪХГБ пересвчевля 
ея съ перпендикуляромъ къ ОХ, проведеннымъ изъ а1. 

Для построешя фронтали АВ проводимъ черезъ а' линш а!а1', парал­
лельную РУ, до пересБчешя съ ОХ въ точке т!, которая будетъ верти­
кальной проекщей горизонтальная следа фронтали. Самый же слъдъ Ж 
будетъ лежать на следе Рк въ ТОЧКЕ пересечетя его съ перпендикуля-
ляромъ къ ОХ, возстановленнымъ изъ точки т. Проведя изъ Ж лишю 
Ж4, параллельную ОХ, получимъ горизонтальную проекщю фронтали. 
На линш Жс[ найдемъ и точку а, горизонтальную проекщю точки А. 

Замътимъ, что въ геолопи, где часто говорится о наклонныхъ пла-
стахъ какой-нибудь породы, а также и въ геодезш, при пзученш не­
ровностей поверхности земли, горизонталь какого-нибудь слоя земли на­
зывается простиратемъ этого слоя. 
а уголъ между нею и меридданомъ Ь 
места называется угломъ простира-
нгя. Лин1я же А С, лежащая въ пло­
скости (черт. 90 и 91) и перпенди­
кулярная къ горизонтали, а, следова­
тельно, и къ следу Рк, называется 
падетемъ плоскости или лингей наи­
большем) ската плоскости. Уголъ 
между нею и ея горизонтальной про­
екщей измеряешь наклонъ плоскости 
Р къ горизонтальной плоскости и 
называется угломъ паденья плоско­
сти Р или угломъ ея наибольшим 
ската. Такъ какъ уголъ между АС 
и Рк—прямой, и одна сторона его Ь 
Рк лежитъ въ плоскости В, то на Черт . 92. 
основашп теоремы 9-й онъ спроек-
тируется на Н безъ искажешя, т. е. ас будетъ перпендикулярна Рк. 

Посмотримъ теперь, какъ строятся горизонтали и фронталп пло­
скости въ случае, если последняя задана не следами, а двумя пересе­
кающимися лишями. 

На черт. 92 задана въ ортогональныхъ проекщяхъ плоскость двумя 
пересекающимися лишями АВ и ВС. 
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Проведемъ въ плоскость горизонталь, проходящую черезъ точку А. 
Для этого черезъ а' проведемъ линш, параллельную оси ОХ. до пере-
сЬчешя съ Ь'ё въ точкЬ о1' и спроектируемъ d1 на Ьс въ точку d. Лиши 
oJd1 и acl и будутъ проекщями искомой горизонтали. Если бы мы по­
строили горизонтальный слъдъ плоскости ABC, то онъ былъ бы парал-
леленъ ad. Для построешя фронтали плоскости ABC проведемъ черезъ 
а линго, параллельную оси ОХ, до перес/Ьчетя съ Ьс въ ТОЧКТ> е и спро­
ектируемъ е на Ь'ё въ точку ё. Лиши ае и а'ё и будутъ проекщями 
искомой фронтали. Если бы мы построили вертикальный сл-ьдъ плоскости 
ABC, то онъ оказался бы параллельнымъ лиши а'ё, 

Задача № 9. На черт. 93 изображена въ ортогональныхъ проекщяхъ каменная 
набережная, фаеадъ которой совпадаетъ оъ плоскостью V. Къ набережной примы -
каетъ земляная дамба трапецевиднаго еъчешя. За плоскость Н принято дно ръки. 
Замечено, что во время наводнетя вода поднимается до точки А, отмъченноа на 
набережной. Показать линш уръза воды на набережной и дамбъ на уровнъ тонкий. 

с е 
Черт. 93. 

Рпшенге. Задача сводится къ проведешю горизонталей въ плоскостяхъ: сгвны 
набережной и откосовъ дамбы на высотъ а'а. Вертикальной проекцией этпхъ гори­
зонталей будетъ служить л и т я a'f, параллельная ОХ. Д и т я эта встрЬчаетъ слвды 
Рг и Qv плоскостей откосовъ дамбы въ точкахъ V и d', который являются верти­
кальными следами искомыхъ горизонталей этихъ плоскостей. Горизонтальный про­
екции Ь a d будутъ лежать на оси ОХ; проекщи Ьс и de горизонталей откосовъ 
пойдутъ параллельно слъдамъ Pk и (¿h и встрътягъ торецъ дамбы въ точкахъ 
с и е . Лишя СЕ будетъ уръзомъ воды на торцъ дамбы. Линш же АВ и DF будутъ 
уръзомъ воды на набережной. 

§ 5. Дв% плоскости. 

а) Относительное положете двухъ плоскостей. 

Двъ плоскости въ пространстве могутъ быть или взаимно параллель­
ными, въ частномъ случае сливаясь другъ съ другомъ, пли могутъ пере­
секаться другъ съ другомъ. 
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На чертежъ 94 изображены въ пространстве две взаимно параллель­
ный плоскости Р ш О.. Оне, очевидно, пересекаются плоскостями V 
в Я по литямъ, соответственно параллельнымъ другъ другу, т. е. 
Рь\\фо и РА || ($1. Отсюда вытекаешь следующая теорема. 

X о 

7 
/ 

\ 
X 

Черт. 94. Черт. 95. 

Теорема 10. Если плоскости параллельны другъ другу, то и одно­
именные следы ихъ взаимно параллельны. 

На черт. 95 показаны въ ортогональныхъ проекщяхъ две взаимно-
параллельныя плоскости Р ж О,. 

Обратная теорема также имеешь место. 
Теорема 11. Если одноименные следы двухъ плоскостей параллельны 

другъ другу, то въ общемъ случа* плоскости взаимно параллельны. 
Въ частномъ случае, если плоскости параллельны оси ОХ (чер. 96), 

х о 

Ру 

(5У 

Р11 
X 

Черт. 96. Черт. 97. 

то оне могутъ пересекаться по лиши ЛВ, параллельной ОХ, имея въ 
то же время следы параллельными другъ другу (черт. 96 и 97). 
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Въ этомъ случае для того, чтобы по параллельности другъ другу 
следовъ судить о параллельности плоскостей, необходимо теорему 11 -ю 
пополнить услов1емъ, чтобы отношение разстоянш вертикальныхъ слъдовъ 
до оси равнялось отношение разстояшй соотв'Ьтственныхъ горизонталь-
ныхъ следовъ до оси, что явствуетъ изъ чертежей 98 и 99, гдЬ пзобра-

Р У 

Qv 

<3п 

Р11 

Черт. 98. Черт. 99. 

жены две плоскости, параллельныя другъ другу п оси ОХ. Въ этомъ 
случае должно иметь место равенство: 

т- = 3 . 
п р 

Кромь1 того, необходимо, чтобы следы эти были одинаково располо­
жены относительно ОХ, т. е., если Рь дальше отъ ОХ, чЪжь Од-, то 
и РЬ должно быть дальше отъ ОХ. ч^мъ 07г. 

X О 

Черт. 100. Черт. 1 0 1 . 

Наконецъ, если плоскости въ пространстве пересекаются, то и одно­
именные следы ихъ въ общемъ случае пересеваются (черт. 100 и 101). 
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Въ частномъ же случае, когда плоскости хотя и пересекаются, но въ 
то же время параллельны оси ОХ (черт. 96 и 98), следы ихъ могутъ 
быть и взаимно параллельными. 

Ь) Востроенге линш аьченгя двухъ плоскостей, заданныхъ следами. 
Теорема 12. Линш перееечешя двухъ плоскостей, заданныхъ сл*данн, 

проходнтъ черезъ точки пересъченш одноиненныхъ сл*довъ плоскостей. 
Действительно, лишя АВ сечешя двухъ плоскостей Р и Q (черт. 100 

и 101) вполне определяется, если известны ДВЕ точки А и В переее­
чешя одноименныхъ следовъ плоскости. Поэтому (черт. 101) для по­
строения этой линш достаточно продолжить Pv п Qv до перееечешя другъ 
съ другомъ въ точке А (о, а') и Pli и Qh до пересьчешя другъ съ дру-
гомъ въ точке В (Ъ, V). Линш АВ (ab, а'Ь') и будетъ искомой. 

g X. 

Черт. 102. Черт. 103. 

Разсмотримъ несколько частныхъ случаевъ перееечешя плоскостей 
другъ съ другомъ. 

1. Плоскости Р и Q перпендикулярны къ В (черт. 102). Въ этомъ 
случае п лишя АВ сечешя ихъ будетъ также перпендикулярна къ В 
и спроектируется на В въ виде точки {а, Ь), находящейся въ месте 
перееечешя горпзонтальныхъ следовъ Ph и yh. Вертикальная же проекщя 
а'Ь' будетъ перпендикулярна къ ОХ. 

2. Плоскость Р параллельна ОХ, a Q перпендикулярна къ В 
(черт. 103). 

Лишя АВ строится по общему правилу, т. е. замечаемъ точку А 
перееечешя Pv съ Qv и точку В перееечешя Ph съ (jh и соединяемъ 
эти точки другъ съ другомъ. 

3. Плоскости Р и Q параллельны оси ОХ (черт. 104). 
Въ этомъ случае искомая лишя сечешя будетъ параллельна ОХ и 

для построешя ея достаточно найти одну ея точку. 
Проведемъ случайную плоскость Т, напрпмеръ, перпендикулярную 

къ В, и найдемъ, какъ это было показано только что выше (случай 2) 
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лиши МЕ и Л гф сечешя Т съ ф и Р. Точка В пересЬчешя лиши ЖЕ 
и N0,, принадлежа одновременно плоскостямъ Р и ф, будетъ находиться 
на искомой лиши сечешя. Проводя черезъ У и Ь лиши а'Ь1 и аЬ, парал-
лельныя оси ОХ, и получимъ проекщи линш А В. 

ТУ 

Р У _ 

Qv_ 
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Черт. 104. Черт. 105. 

4. Плоскости Р и ф заданы случайно, но такъ, что одноименные 
следы ихъ не пересекаются въ предвлахъ чертежа (черт. 105). 

Для вахождешя лиши свчешя плоскостей Р и ф воспользуемся пр1е-
момъ, примененнымъ въ случае 3-мъ, т. е. будемъ находить ЛИШИ се­
чешя обеихъ плоскостей съ некоторою новою, вспомогательною, которую 
выберемъ такъ, чтобы лиши сечешя ея съ Р и съ ф было бы нетрудно 
построить. Проведемъ, напримеръ, плоскость 8 параллельно V. Плоскости 
5 и Р пересекутся по лиши ЕВ, параллельной Рг. Горизонтальная 
проекщя ¿76 сольется со следомъ вк, а вертикальная е'Ь' будетъ парал­
лельна Рь: Лишя ЕВ сечешя плоскостей 5 и ф будетъ параллельна ОУ, 
при чемъ (Ъ сольется съ 8Ь, а РЪ[ будетъ параллельна 0.У. Точка В 
(Ь, V) пересечешя лишй ЕВ и РВ будетъ принадлежать искомой лиши 
сечеши плоскостей Р и ф . 

Проведя вторую вспомогательную плоскость, напримеръ, Г , параллель­
ную Н и найдя лиши сечешя С А и В А ея съ Р и ф, получимъ въ 
точке А пересечешя этихъ лишй вторую точку А, которая вместе съ 
точкой В и определить искомую лишю. 

Задача Л? 10. На черт. 106 изображены двуекатныя крыши двухъ галлерей, упи­
рающихся въ стану дома, фасадъ которой принять за плоскость V и заштрихо­
вать на чертежь. Линш карнпзовъ крышъ лежать въ одной горизонтальной пло­
скости, принятой за плоскость Н. 
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Построить лиши съчешя крышъ. 
Рпшете. 

Такъ какъ на чертежЬ даны слъды граней крышъ на V н Ы, то задача сво­
дится къ построешю л и т й съчешя плоскостей, заданныхъ слъдами. 

Грани крыши большой галлереи обозначены буквами Р -а О, а слъды ихъ— 
Рк, РЛ, 0,0 и ОН. Грани крыши малой галлереи обозначены буквами К и 5, а слъды 
ихъ—Rv, -ВА, Sv и Ж. 

На чертежъ отмъчаетъ точки А, В, С и Е пересъчешя горизонтальныхъ слъ-
довъ Рк, Д А и вк между собою. Черезъ эти точки будутъ проходить искомый 
лиши сЬчетя. Далъе, пайдемъ, напрпмЬръ, лявш съчешя граней Д и <?. 

Черт. 106. 

Продолжаемъ слъды Вк и От) до взаимнаго пересъчешя въ точит. 1Т (п'п) и еоеди-
няемъ точку съ ранъе найденной точкой I), принадлежащей лиши съчешя тъхъ 
же плоскостей. Лишя D N и будетъ лин1ей съчешя граней В и О,, Намъ нужна 
лишь часть ЬЕ этой лиши между карнизомъ и конькомъ крыши малой галлереи. 
Соединяя точку Е съ В, получимъ лин1ю ]ГВ съчеяш грани 6" съ @. 

Найдемъ теперь лингю съчешя граней в ж Р. Продолжаемъ слъды 8р и Ръ до 
пересечения въ точкъ М, оказавшейся на нижней полъ плоскости V. Соединяемъ 
точку М съ точкой С, принадлежащей также искомой лиши, и получаемъ лингю 
Ж5 съчешя граней в п О,. 

Намъ нужна также лишь часть ЕС этой лиши между карнизомъ и конькомъ 
крыши малой галлереи. Соединяя точку Е ель А, получаемъ линЬо АЖ сАчешя 
грани В съ Р. 

§ 6. Пряная иийм я плавность. 

Прямая линш ыожетъ занимать относительно плоскости езъ^уювря 
положешя въ пространств'Ь: 

а) она можеть лежать въ плоскости; 
В» Рыямл. 4 
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b) она можетъ быть ей параллельна: 
c) она можетъ съ ней пересекаться. При этомъ: 
с!) л и т я можетъ быть перпендикулярной къ плоскости, ИЛИ 
е) л и т я можетъ быть наклоненной къ плоскости подъ даннымъ 

угломъ. 
Не всегда то или иное относительное положеше прямой и плоскости 

ясно характеризуется взаимнымъ положешемъ ихъ проекщй. 
Въ большинстве случаевъ для выяснения истиннаго положея1я прямой 

и плоскости необходимо прибегать къ вспомогательнымъ построешямъ. 
Плоскость чаще всего задается въ проекщяхъ либо ея следами на V 

и В, либо двумя пересекающимися лишями. 
Въ дальнейшемъ, разсматривая разные случаи взаимнаго расположе-

шя прямой лиши и плоскости, мы будемъ параллельно решать задачу 
при обоихъ видахъ задашя плоскости. 

а) Прямая литя лежит* въ плоскость 

Если прямая л и т я лежитъ въ плоскости, то она должна иметь съ 
ней по крайней мере дв* обгщя точки. Поэтому для того, чтобы за­
даться въ плоскости прямой лишей, достаточно соединить между собой 
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Черт. 107. Черт. 106. 

две точки, заведомо лежапця въ плоскости. На черт. 107 плоскость Р 
задана следами, на которыхъ выбраны две точки Ж и Л г . Ливия АВ, 
проходящая черезъ эти точки, будетъ лежать въ плоскости Р. На чер­
теже 108 плоскость задана двумя пересекающимися лишями ВС и ВЕ. 
Задаваясь на этихъ прямыхъ точками Ж ж N ж соединяя ихъ другъ съ 
другомъ, получимъ прямую АВ, лежащую въ данной плоскости. 

Для того, чтобы узнать, лежишь ли данная прямая въ данной пло­
скости, следуешь определить, нетъ ли двухъ точекъ общихъ и прямой 
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лиши п плоскости. Напримеръ, лишя АВ (черт. 107) при своемъ про-
должеши пересекаешь следы плоскости Р въ точкахъ M и N, следова­
тельно, АВ лежитъ въ плоскости Р. Точно также литя АВ (черт. 108) 
пересекаешь лиши ВС а ВЕ въ точкахъ M а N, поэтому АВ лежитъ 
въ плоскости СВЕ. 

Ь) Прямая литя параллельна плоскости. 

Если прямая литя параллельна плоскости, то въ последней всегда 
можно провести линш, параллельную данной прямой. Поэтому для того, 
чтобы узнать, параллельна ли прямая АВ плоскости Р (черт. 109), 
следуешь въ последней выбрать какую-нибудь точку, напримеръ, Ж на 
следе Рк, и провести черезъ нее прямую МЫ, параллельную АВ. 
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Черт. 109. Черт. 110. 

Если вертикальный следъ Ы прямой МЫ расположится на следе Рг> 
плоскости, то это покажешь, что прямая МЫ лежитъ въ плоскости Р, 
а, следовательно, АВ параллельна Р, какъ это и имеешь место на чер­
теже 109. Если же точка Ы не попадешь на следъ РУ, ТО МЫ не бу­
дешь лежать въ плоскости Р, и прямая АВ не будешь параллельна Р. 

Если плоскость задана двумя пересекающимися прямыми литями СВ 
и ЕВ (черт. ПО), то для того, чтобы узнать, параллельна ли прямая 
АВ этой плоскости, выбираемъ случайную точку М на одной изъ пря-
мыхъ, напримеръ, СВ, проводимъ черезъ М прямую МЫ, параллельную 
АВ, и смотримъ, лежитъ ли МЫ въ плоскости СВЕ или нътъ. Въ дан-
номъ случае точки п1 и р пересеченш проекцш т'п' съ ёё и тп съ йе 
лежать не на одномъ перпендикуляре къ оси, следовательно, по теореме 8-й 
(стр. 30) прямая ЖIV не пересекается съ ВЕ, а потому МЫ не будешь 
лежать въ плоскости СВЕ, и прямая А В не будешь параллельна этой; 
плоскости. 

4* 
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с) Прямая лингя пересшается сг плоскостью. 

На чертеж^ 111 показаны въ пространстве плоскость Р и прямая 
АВ. Найдемъ точку Ж пересечешя А В съ Р. Для этого въ пространстве 

необходимо сделать следующая построешя: 
Проведемъ черезъ АВ случайную пло­

скость ф и найдемъ линго МЫ сечешя 
плоскостей Р и ф . Точка £ пересечетя 
прямыхъ АВ и МЫ и будешь искомой. 

Решимъ теперь эту задачу въ проек-
щяхъ. 

На черт. 112 плоскость Р задана сле­
дами. 

Проведемъ черезъ АВ плоскость ф, 
напримеръ, перпендикулярно къ В. Тогда 
следъ ф/г сольется съ аЪ, а 0.У пойдетъ пер­
пендикулярно ОХ. 

Найдемъ лишю ЖЛ* пересечетя Р 
съ ф и заметимъ точку «9 пересечетя АВ съ МЫ. 

Пусть теперь плоскость задана двумя пересекающимися лишями СВ 
и ВЕ (черт. 113). Найдемъ пересечете съ нею лиши АВ. 

Черт. Ш . 

Й Р У 

а' у4 

П 

N. ! 

Qh \ 

Черт. 112. 

С 
ч / 

>• 

Л _ — — ь ' 
а—т^-}— 

3| ! 

'! \УЬ 

1 

черт, н а 

Проведемъ черезъ АВ плоскость ф перпендикулярно къ Ж. Следъ 
фй сольется съ аЬ. 

Все точки, находяпцяся- въ плоскости ф, будутъ въ проекщи на И 
располагаться по следу О.Ь, такъ какъ ф проведена перпендикулярно 
къ Е. Поэтому и точки М и Ы перес&ченш прямыхъ СВ и ВЕ съ ф 
яъ горизонтальной проекщи также должны лежать на 0,п, но въ то же 
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время эти точки лежатъ и на прямыхъ СВ и DE. Поэтому горизонталь­
ные проекцш т и п этихъ точекъ определятся пересвчетемъ Qh съ cd 
и de. Вертикальныя же проекцш т' и п' должны лежать на соотвйтст-
венныхъ вертикальныхъ проекщяхъ c'd' и d'e' прямыхъ. 

Соединяемъ точки т' и п' и замечаемъ точку s' пересвчетя а'Ь' съ 
т'п'. Горизонтальная проекцш s будетъ лежать на Qh. Точка S и бу­
дешь искомой. 

Если одна изъ лишй, наприм^ръ, CF (черт. 113), опредвляющихъ 
плоскость, является профильной, то ее можно сейчасъ же заменить дру­
гою, наприм^ръ, DF, лежащей въ той-же 
плоскости, и решать задачу, какъ было выше 
объяснено. 

Въ случай, если требуется найти сече­
т е плоскости съ профильной лишей, то 
вспомогательную плоскость следуешь про- о 
водить черезъ эту лишю не перпендикулярно 
къ В, а случайно. На черт. 114 задана 
плоскость двумя пересекающимися линшми 
ОВ и ED, требуется найти пересечете 
этой плоскости съ профильной лишей АВ. 

Проведемъ черезъ точки А я В две Черт. ш . 
случайный, но взаимно параллельный ли­
нш AF и BG, которыя будутъ лежать съ АВ въ одной вспомогатель­
ной плоскости. Найдемъ, какъ ранее было указано, точки М и N пе­
ресечения лишй AF и BG съ плоскостью СВЕ. 

Очевидно, л и н 1 я MN и будетъ являться лишей сечешя данной пло­
скости съ вспомогательной AFBG. Точка же S пересечешя линш MN 
и АВ и будетъ искомой. 

Прхемъ, показанный на черт. 114, применяется и для нахождешя 
лиши сечешя двухъ плоскостей, каждая изъ которыхъ задана двумя пе­
ресекающимися или параллельными линшми. Для определешя искомой 
линш следуешь найти точки пересечешя каждой изъ двухъ лишй одной 
плоскости съ плоскостью двухъ другихъ и соединить полученныя точки 
прямой линш, которая и будетъ искомой. 

Вышеприведенныя разсуждешя приводятъ къ следующей теореме: 
Теорема 13. Для опред*ленш въ пространстве точки пересвченш пря­

мой линш съ плоскостью достаточно сделать следуюпдя поетроенш: 1) про­
вести черезъ прямую вспомогательную плоскость; 2) найти вспомогатель­
ную линш перееъчетя этой плоскости въ данной плоскостью. Точка нерв-
еёчешя вспомогательной прямой съ данной лишен н будетъ искомой 
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Задача Лй 11. На чертеже 115 изображена въ ортогональныхъ проекщяхъ же­
лезная фабричная труба ЯГ<', укрепленная тремя вантами 8А, Я£, 8С. Динамометръ, 
поставленный на ванте ЯС, показалъ натяжеше ея въ 15 пудовъ. Определить натя­
жение другихъ вантъ и величину силы, действующей вдоль оси трубы. 

Ргьшете. Задача сводится къ 
разложению силы, действующей по 
линш ЯС, на три направленш въ про­
странстве БА, ЯВ и ЯГ*'. 

Проведемъ черезъ дишю ЯС пло­
скость Р, перпендикулярную къ Н, 
и найдемъ лишю Е8 съчен1я ея съ 
плоскостью вантъ АвВ. Такъ какъ 
ванта вС параллельна V, то отклады-
ваемъ безъ искажетя на ней отръ-
зокъ ЯГ) — выражающдй въ дан 
номъ масштаб*. натяжен1е ванты 80 
(15 пудовъ). Рааяагаемъ теперь силу 
81) на два направлетя—одно вдоль 
оси трубы, а другое вдоль линш 8Е. 

Для этого проводимъ линш 1)Е 
и НО, соответственно параллельный 
8Е и ЯГ1, и замъчаемъ точки Г и В 
встречи ихъ лин1ями ЯР и 8Е. 
Длина отрезка «'/ , проектирующе­
гося на V безъ искажешя,выражаетъ 
величину силы, сжимающей трубу. 
Эта сила по масштабу равна 24 пу-
дамъ. 

Силу же £67 разлагаемъ въ пло­
скости вантъ на два направлетя— 
вдоль БВ и ЯС, для чего изъ в про­
водимъ линш 01 и вК, соответ­

ственно параллельныя 8А и ЯВ, до пересечены съ продолжешями послъднихъ въ 
точкахъ I и К. 

Отрезки ЯГ и Я£ выражаютъ натяжешевъ вантахъ 1 ЯВ и 8А. Остается опреде­
лить истинныя величины этих?, отръзковъ, что нетрудно сделать, припоминая тео­
рему 4-ю (стр. 21). 

Для оггредълешя истинной величины отр4зка ЯГ проводимъ Гг _[_ «Я и откла-
дываемъ Ц — %Ч' Длина отрезка ЯГ выражается гипотенузой ЯГ Д-ка ЯК и по мас­
штабу силъ даетъ натяжеше ванты ЯВ равное 9 пуд. Подобнымъ же образомъ 
для определешя натяжешя ванты 8А проводимъ Кк _[_ 8к и откладываемъЖ—Л'т'. 
Длина Кз выраяшетъ ватяжен!е ванты вА, которое оказа.тос;> равнымъ также 
9 пудамъ. 

Черт. 115. 

(I) Прямая лингя, перпендикулярная къ плоскости. 

Линш, перпендикулярная къ плоскости, должна быть перпендикулярна 
по крайней м-връ- къ двумъ нрямымъ, лежащимъ въ плоскости и не парал-
лельнымъ другъ другу. 

Докажемъ следующую теорему: 
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Теорема 14. Если ляшя перпендикулярна къ плоскости, то проекщи 
этой лиши перпендикулярны къ соотвътственнымъ слъдамъ плоскости; 
вмъст* съ тъмъ горизонтальная проеклдя этой лнши_!_къ горизонталь­
ной проекщи горизонтали, а вертикальная проеклдя лиши _|_ къ вер­
тикальной проекщи фронтали плоскости. 

Доказательство. Пусть дана въ 
пространстве какая-нибудь плоскость 
Р (черт. 116). Предположишь, что 
изъ точки В, лежащей вив плоско­
сти, проведенъ перпендикуляръ къ 
плоскости, пересекающей послед­
нюю въ точке £>. 

Проведемъ черезъ точку 5 въ 
плоскости Р две линш горизонталь 
1'Т и фронтальфД. Очевидно, ли-
шя Вв будетъ перпендикулярна къ 
UT и къ QB. 

Такимъ образомъ, мы имеемъ въ С 1 е р т - 1 1 6 ' 
пространстве два прямыхъ угла BSU и BSQ, изъ которыхъ у каждаго одна 
сторона параллельна одной изъ плоскостей проекщй. Поэтому, на основанш 
теоремы 9-й (стр. 33), уголь BSU спроектируется безъ искажешя на В, 
а уголъ BSQ спроектируется безъ искажешя на V. Имея же въ виду, что 
SU || Ph и SQ || Pv, заключаемъ, что bs будешь перпендикулярно Ph, a b's1— 
перпендикулярно Pv, что и требовалось доказать въ первой части теоремы. 

На черт. 117 показано въ проекщяхъ проведете перпендикуляра изъ 
точки В къ плоскости Точка S пересечетя его съ Р найдена такъ 
же, какъ это было уже объяснено ранее (черт. 112). 

Если плоскость задана не следами, а двумя пересекающимися ли-
шями (черт. 118) и требуется изъ какой-нибудь точки В, находящейся 
вне плоскости, опустить на последнюю перпендикуляръ, то задачу можно 
свести къ предыдущей, построивъ следы данной плоскости, или же, что 
проще, построить въ данной плоскости лиши, параллельный этимъ сле-
дамъ, т. е. провести горизонталь ВТ и фронталь BQ, какъ это было 
уже показано ранее (черт. 92), а затемъ провести Ъа J_dt и Va! J_d'q'. 
Лишя AB и будетъ искомымъ перпендикуляромъ. Это построеше объя­
сняешь вторую часть теоремы 14-й. 

Точка S встречи перпендикуляра съ плоскостью найдется по ранее 
приведеннымъ правиламъ (теорема 13, стр. 53) при помощи вспомога-
тельныхъ: плоскости Q и лиши MN. 

Изъ разсмотрешя различныхъ чертежей, гдЬ изображались плоскости, 
заданныя пересекающимися лишями (черт. 108, 110, 113, 114, 118), 
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видно, что при ръшеши задачъ осью проекщй пользоваться не приходи­
лось, и достаточно было имъть лишь обозначения разныхъ точекъ про­
екщй фигуръ для того, чтобы знать направлеше оси ОХ, которая должна 
быть перпендикулярна къ лишямъ, соединяющимъ разноименный проекщй 
одной и той же точки. Поэтому, часто въ нвкоторыхъ курсахъ Начер­
тательной Геометрш оси проекщй не прочерчиваютъ, им̂ Ья въ виду, что 
ее всегда легко въ случае надобности возстановить. 

о 

с' 

/ \ \ ч 

пгТ • 

/ г п ^ ^ ^ 

Черт. 117. Черт. 118. 

Мы, однако, оставляемъ эту ось на чертеже, такъ какъ она все же 
часто необходима при рътпенш разныхъ задачъ и. кроме того, является 
основной лишей, относительно которой ор1ентируются об* проекщй изо-
бражаемаго предмета, и которой обе эти проекщй разделяются. 

Задача 12. На чертеже 119 изображенъ въ ортогональныхъ проекпДахъ пе­
редний руль высоты аэроплана. Руль состоять изъ деревянной рамы АЪСТ), растя­
нутой проволочными стяжками АС и ЪТ). Рама обшивается матер1ей, на чертеж* 
не показанной. Руль можетъ вращаться вокругъ горизонтальной оси Жв, подшип­
ники которой помещаются въ углу стрълъ НЕ, 1Ж, и КО, Х67, идущихъ въ кор­
пусу аэроплана. Для того, чтобы поворачивать руль вокругъ оси вЪ, необходимо 
въ центре его Е укрепить на оси вЖ металдичеекШ стержень МВТ, перпендику­
лярный къ раме. Къ концамъ этого стержня прикрепляются стальные тросы, идупце 
къ штурвалу, управляемому пилотомъ изъ гондолы аэроплана. 

Требуется показать на чертеже проекггш стержня ДОГ, имея въ виду, что 
истинная длина его должна быть 1 метръ, и прикрепляется онъ къ оси ОЖ своей 
серединой. 

Ряшеше. Разсматривая чертежь 119, видимъ, что лиши 2X7 и АВ являются гори­
зонталями плоскости руля, а дДагонааь АС—фронталью той же плоскости. Поэтому 
на основаши теоремы 14-й (стр. об), проводимъ черезъ точку « линтю пт _|_ Лс, а че-
реаъ точку е'—гашю п'»'_ |_а'с' и принимаемъ УМ за ось искомаго стержня. Те­
перь найденъ проекщю его концовъ, зная, что длина его должна равняться 1 метру. 

Зададимся на д и т я УМ какой-нжбудь точкой Д и опредълимъ, пользуясь тео-
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ремой 4-й (стр. 21) длину отрвзка ВЕ, которая выражается гипотенузой й0« прямо-
угольнагортреугольника Л 0г«, катетъ котораго Н0г равенъ еУ. 

Отложвмъ теперь на гипотенузв еВ0 отъ точки е отръзокъ е̂ У0, равный 0.5 метр., 
и проведемъ У„п \\В0г до пересъчешя съ гт въ точкъ в. Зта точка и бтдетъ про-

Черт. 119. 

екщей конца стержня. Дал-Ье откладываемъ еп=еп и находимъ проектди п' и я»'» 
На чертежа показаны также части тросовъ МР и N1), идущихъ отъ концовъ 
стержня ХМ къ штурвалу. 

$ 7. Плоскости взаимно перпендикулярный или параллельный. 

Если одна плоскость перпендикулярна къ другой, то первая должна 
заключать въ себе линш, перпендикулярную ко второй. Поэтому, для 
проведешя какой нибудь плоскости, перпендикулярной къ данной плос­
кости, достаточно провести какую-нибудь дишю, перпендикулярную къ 
данной плоскости, и черезъ эту лишю провести какую-нибудь плоскость, 
которая и будетъ искомой. 
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На черт. 120 показано въ проекщяхъ проведете плоскости Q, перпен­
дикулярной къ данной плоскости Р. 

Плоскость Р задана следами Р# и Рк, кроме того, дана точка А 
(а, а') черезъ которую требуется провести плоскость О;, перпендикуляр­
ную къ Р. Проводимъ черезъ А линш АМ, перпендикулярную къ Р. 
Согласно теорем^ 14 (стр. 55) должно быть а'т' _[_Рг> и ат 

По теореме 5-й (стр. 22) находимъ следъ лиши АМ, именно, горизон­
тальный М (т'т), лежащш на задней поле Л и вертикальный IV (п, п'). 
Проводимъ теперь черезъ точку М (т) случайную линю 0;п, которую и 
принимаемъ за горизонтальный следъ искомой плоскости. 

О 

/Ру 
< 1 

/ Г ! \ 

/ о А 
т ' 

/ / эо* РЬ 
Q h / / 

а 7 

О 

Qy 

Qv. 

/ in 

/ 
/ 
/ 
/ 
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/Рч 
. т 

т ' 

Ph 

Qh Qh 

Черт. 120. Черт. 121. 

Вертикальный следъ Qv ея долженъ проходить черезъ точку В (Ъ, V) 
схода следовъ и черезъ точку N (п, »'). Плоскость Q потому заключаешь 
въ себе линш АМ, что следы линш М и N лежать на следахъ 
плоскости. 

Если бы плоскость Р была задана не следами, а двумя случайными 
лишями, то ходъ решетя задачи остается тотъ же самый, только сна­
чала необходимо найти горизонталь и фронталь заданной плоскости, 
какъ это объяснено ранее на черт. 118. 

Въ частномъ случае можно одинъ изъ следовъ Qv или Qh (черт. 120) 
провести перпендикулярно къ оси ОХ; тогда и плоскость Q, будучи 
перпендикулярной къ Р, расположится перпендикулярно къ одной изъ 
плоскостей проекцш. Напримеръ, на черт. 121 изображены две прохо-
дящш черезъ точку А плоскости: Q, перпендикулярная къ Р и къ V, и 
плоскость Qt, перпендикулярная къ Р и къ Л. 

Если даны: плоскость и точка вне ея, и черезъ точку требуется про­
вести плоскость, параллельную данной, то для этого достаточно черезъ 
точку провести две лиши, параллельныя двумъ какимъ-нибудь Пересе-
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кающимся лишямъ, лежащимъ въ данной плоскости. Новыя лиши и 
определяютъ искомую плоскость. 

На черт. 122 даны: точка А и плоскость Р. Проводимъ черезъ А 
две лиши: одну АМ, параллельную РУ (а'т' \\ Рь и ат || ОХ), и другую 
АЫ, параллельную Рк (ап || Рк и а'п' \\ ХО). 

Плоскость, определяемая лишями АЫ и АМ, будетъ параллельна 
плоскости Р. 

X 

• Черт. 122. Черт. 123. 

Если бы мы построили следы этой плоскости, то увидели бы, что 
Ок || Рк и 0:о || Рь. 

Если плоскость задана двумя пересекающимися лишями МЫ и МР 
(чер. 123), то для проведенш черезъ точку А плоскости, параллель­
ной МЖР, проведемъ черезъ А линш А В || МЫ и АС || МР. Плос­
кость АБС и будетъ искомой. 

Задача 13. На чертеже 124 изображено наклонное прямоугольное зеркало, и по­
казана свътящаяся точка Я (в, в'). Въ точке Ж (»>, т') помещается глазъ человъка. 
Определить на зеркале точку, въ которой отразится отъ последняго лучъ, идугяДй 
изъ Я и попадающш въ точку М. 

Ргьшете. Изъ физики известно, что если лучъ Я Г̂ (черт. 125) падаетъ въ ТОЧКЕ 

Л' на зеркало О и отражается отъ него по направление УМ, то уголъ ЯДГВ паде­
ния долженъ быть равенъ углу МУВ отражения, при чемъ динхя ДлЛГ является пер-
пендикуляромъ къ зеркалу въ точке Ж 

Для р е ш е т я задачи въ пространстве проводимъ черезъ точку /5 л и т ю 8Т, 
перпендикулярную къ зеркалу. Пусть эта лишя пересечетъ зеркало въ точке А. 
Откладываемъ ТА = вА и соединяемъ Т съ М. Д и т я ТЫ пересечетъ зеркало въ 
искомой точкб 2У, такъ какъ въ плоскости 8МТ перпендикулярной къ мы 
имеемъ углы: 

У8Г = 8ТУ = а = ШМ = ВУв. 

Въ проекция хъ задача решается елъдугощимъ образомъ (черт. 124): проводимъ 
въ плоскости О, фронталь 3'4', 34 и замечаемъ горизонтальный сд^дъ зеркала ^А. 

Опускаемъ изъ точки 8 перпендикуляръ къ зеркалу, для чего проводимъ & I 
и «'<' _|_ 3'4' (теорема 14-я стр. 55). Находимъ п е р е с е ч е т е А этого перпендикуляра 
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съ зерваломъ. Для этого заключаемъ лингю ST въ плоскость Р, перпендикулярную 
, къ В., и находимъ лингю 1 2, 1' 2' съ-

чеша плоскостей Р и Ç. Точка а' пере-
съчешя лиши 1' 2' и s't' опредълитъ 
вертикальную проекцш точки А, гори­
зонтальная—а будетъ лежать на лиши 
st. Далъе, намъ слъдуетъ отложить въ 
пространстве ТА = SA. На основанш 
теоремы 6 (стр. 26) откладываенъ ta=na 
и t'a' — s'a'. Соединяемъ точки » съ i 
и т' съ f и находимъ точку -Дг (п', п) 
пересъчешя линш ШТ съ плоскостью Q, 
для чего проводимъ черезъ МТ вспо-

\ 1 

Черт. 125. 

могательную плоскость Е7, которая пересекается съ О по линш 5'6', 56, Точка N 
определяется перес4чещемъ линш 56 и Ж. 

§ 8. ОпредЪлеме видимости геометричеснихъ элементовъ. 

Для наглядности изображешя въ ортогонадьныхъ проекщяхъ принято 
отделять видимыя части геометрическихъ элементовъ отъ невидимыхъ, 
вычерчивая проекцш видимыхъ линш сплошной чертой, а невидимыхъ— 
пунктиромъ. 

При опредБлеши видимости частей предполагается, что какъ плос­
кости проекпдй, такъ и всяшя друпя—непрозрачны, такъ что, если такая 
плоскость находится между глазомъ наблюдателя и разсматриваемой 
лишен, то последняя считается невидимой, и потому проекщя ея должна 
быть вычерчена пунктиромъ. 

Такъ какъ въ ортогонадьныхъ проекщяхъ мы им4емъ ДБЛО съ двумя 
прямоугольными проекпдями предметовъ на V и Н, то слъдуетъ отдельно 
определять видимость частей въ каждомъ изображеши, при чемъ, въ виду 
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параллельности проектирующихъ лучей, предполагаются точки зрешя 
безконечно удаленными. 

При разсматриваши горизонтальной проекщи предполагается, что 
лучи вдуть отъ безконечно удаленной точки С1<ю и перпендикулярны 
къ Л (чер. 126). Если лучъ встретить какую нибудь точку Ж раньше, 
нежели непрозрачную плоскость S, то точка .Ж будеть видима относи­
тельно S; если же лучъ сначала пересечешь плоскость въ какой-нибудь 
точк4 N, а потомъ уже пройдетъ черезъ разсматриваемую точку Mv то 
последняя будеть невидима. 

Точно также при направлении лучей зрешя, перпендикулярномъ къ 
V, точка Р будеть видима, если лучъ С2соР сначала встретить точку Р, 
а потомъ уже плоскость S. Если же точка Q пересечешя луча съ плос­
костью встретится раньше разсматриваемой точки Р , , то последняя бу­
деть невидима. Если плоскость ограничена, то одна и та же точка, на-
•римеръ, Р1 можешь быть видима, если смотреть на Л, и невидима, 
если смотреть на V и наоборотъ. Наконецъ, точка можешь быть при 
обоихъ направлешяхъ лучей зрешя видимой, какъ Р, или невидимой, 
какъ Ж , . 

Изъ вышеизложеннаго следуешь, что видимость любой точки относи­
тельно плоскости определяется сравнешемъ разстояшя этой точки до 
плоскости проекщй съ разстояшемъ до той же плоскости проекщи точки 
встречи луча съ разсматриваемой плоскостью, именно (черт. 126), если: 

Ж п > Nn, то точка Ж видима, если смотреть на В. 
Mtn < Nn, » » Ж, невидима, » » » Л. 
Pq' > Qq', » » Р видима, » » » V. 
Ptq' < Qq', » » Рх невидима, » » » V. 

Длины этихъ отрезковъ, измеряемыя вдоль лишй параллельныхъ Л 
или V, проектируются на Ш или на V безъ искажешя. Поэтому, если 
мы въ проекщяхъ определимъ точки N или Q пересечешя лучей съ 
плоскостью и сравнимъ разстояшя проекщй точекъ N или Q отъ оси 
съ разстояшями проекщй отъ той же оси данной точки, то можемъ 
определить и видимость точекъ, напримеръ (черт. 126) если: 

т 'п0 > п'п0, то точка Ж видима, если смотреть на Д . 
«я 1 'и 0 < п'п0, » » Ж j невидима, » » » Л. 

Pió > 29о> * * Р видима, > » » V. 
Pt9o < ??о> » » pi невидима, » » » V. 

На чертежЬ 127 та же задача решена въ проекщяхъ. Дана плоскость 
S и точки М, М„ Р и Рг. Для определешя точки встречи съ S луча, 
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проходящаго черезъ точки М, М1 и перпендикулярнаго къ Л, проведемъ 
черезъ него плоскость Т, параллельную V, и найдемъ, какъ было ранее 
сказано (стр. 48) линш (фронталь) Ы, 1'п' с^чешя Т съ Точка Л" 
пересЬчешя литй \К и ММ, и будетъ точкой пересечетя луча съ 5; 
такъ какъ т' дальше отстоитъ отъ ОХ, нежели п', то точка М будетъ 
видима, если смотръть на Л. 

Точка же М, будетъ невидима, если смотреть на Л, такъ какъ 
т,' ближе къ ОХ, нежели п'. 

Для опредт.лешя видимости точекъ Р и Р , , если смотръть на V, 
проводимъ черезъ нпхъ лучъ, перпендикулярный къ V, и находимъ пере­
сечете его съ 5. Для этого лучъ заключаемъ въ плоскость В, парал-

Черт. 126. Черт. 127. 

лельную Л, и находимъ линш (горизонталь) 20, сьчешя плоскостей 5 
и В; искомая точка $ определится какъ точка встречи литй Р Р , и 2(). 

Такъ какъ р q()>q д0, то точка Р будетъ видима, если смотреть на 
V; точка же Р , будетъ невидима, такъ какъ ргд0 < q q0. 

Разсмотримъ теперь определения видимости отрезка прямой литй АВ 
(черт. 128) относительно плоскости, при чемъ последнюю будемъ предпо­
лагать ограниченной и заданной въ виде треугольника ВЕР. 

Найдемъ сначала по общему правилу (теорема 13, стр. 53) точку (У 
пересечетя АВ съ ВЕР, для чего служить вспомогательная л и т я 
(12, 1'2') сечешя ВЕЕ съ плоскостью, проектирующей АВ на Л. Точка 
С? будетъ служить границей видимости прямой АВ въ каждой проекщи. 
Определимъ, будетъ ли видима точка В, если смотреть на Н. 

Согласно вышеизложенному способу (черт. 127) проводимъ черезъ В 
лучъ, перпендикулярный къ Л, и находимъ точку Л' пересечетя его съ 
ВЕЕ (вспомогательная д и т я 1,2). Точка N оказалась ниже В, поэтому 
В будетъ видна, если смотреть на Л и, следовательно, часть Ъд гори-
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зонтальной проекщи аЪ следуешь вычертить сплошной чертой, часть же 
ад отъ точки д до контура треугольника ^/е необходимо чертить пунк-
тиромъ, наконецъ, отрезокъ а\ также вычерчивается сплошной чертой, 
такъ какъ треугольникъ, будучи ограниченъ, не закроетъ точки а. 

Подобнымъ же образомъ определяемъ видимость точки В въ проек­
щи на V, для чего проводимъ черезъ В лучъ, перпендикулярный къ V. 
Лучъ этотъ пересЬкаетъ плоскость ВЕР въ точке ф (вспомогательная 
лишя 34, 3'4'), которая ближе къУ, нежели точка В, поэтому точка В 
будетъ видима, и отръзокъ Ь'д' долженъ быть вычерченъ сплошной лишей. 

Черт. 128- Черт. 129. 

Отрезокъ AG будетъ лежать сзади плоскости BEF и часть его 
проекпДи отъ точки д до контура треугольника будетъ вычерчена пун-
ктиромъ. 

Ръчпимъ теперь задачу на опредЬлеше видимости частей двухъ пере­
секающихся треугольниковъ (черт. 129). 

Находимъ сначала обычнымъ способомъ лишю КМ ихъ сеченш, для 
чего служатъ вспоиогательныя лиши 12 и 34. ОпредЬлимъ теперь види­
мость точки В треугольника ЛВС относительно Н. Опускаемъ изъ В 
перепендикуляръ къ Я и находимъ, какъ ранее было объяснено, точку 
7 пересечения его съ плоскостью треугольника BEF, для чего слу­
жить вспомогательная лишя 56. Такъ какъ точка 7 лежитъ ниже В, 
то, следовательно, В видима, если смотреть на Н. Поэтому часть 
МКВС треугольника ABO будетъ видима. Проведемъ теперь черезъ В 
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дучъ, перпендикулярный къ V, и найдемъ точку 10 пересвчешя его съ 
плоскостью треугольника BEF. Такъ какъ точка 10 лежитъ ближе къ 
V нежели точка В, то последняя будетъ видна, если смотръть на V, а, 
следовательно, будетъ видна и часть MKBG треугольника ABC. На 
чертеже 129 проекщи видимыхъ частей треугольника ABC заштрихо­
ваны. Заметимъ, что въ каждой проекцш части одного треугольника, 
лежашдя вне контура другого, будуть видимы. Кроме того, всегда види­
мыми будутъ лиши общаго контура всехъ фигуръ каждой проекщи. 

§ 9. Изображете многогранниковъ. 

Напомнимъ здесь некоторыя положен1я изъ элементарной гeoмeтpiи. 
Если имеются въ пространстве две плоскости Р и ф (черт. 130), пере­

секающаяся между собою по лиши 
АВ, то эти плоскости образуютъ 
двугранный уголъ при ребре АВ. 

Мерою этого двуграннаго угла 
служить линейный уголъ ВСЕ=а, 
образованный лишями сечешя сто-
ронъ или граней угла Р и ^ съ 
плоскостью В, перпендикулярной 
къ ребру АВ. 

Если въ какой нибудь точке 
5 пространства будетъ пересе­
каться более двухъ плоскостей, 
но между последними образуется 
пространственный или тгьлесный 
уголъ, который называется трегран-

въ зависимости отъ числа шюскихъ гра­
ней, пересекающихся въ его 
вершине в . 

Напримеръ, на черт. 131 по-
казанъ трегранный уголъ АВВв 
съ вершиной въ 5. 

Телесные углы измеряются 
следующимъ образомъ: 

Опишемъ изъ вершины 6? 
угла, какъ изъ центра, шаръ 
раддуса, равнымъ единице длины, 
и пусть поверхность этого шара 

пересечетъ ребра гвлеснаго угла въ точкахъ А, В я Б. Очевидно, 

Черт. 130. 

нымъ, четыреграннымъ и т. 
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каждая грань пересечешь поверхность шара по дугамъ АВ, ВВ, ВА 
большихъ круговъ, ограничивающихъ на шаре некоторую площадь АВВ. 

За единицу тЬлеснаго угла принимается такой уголъ, для котораго 
площадь, отсекаемая его гранями на упомянутомъ шаре, равна единице 
площади. Напримеръ, если рад^усъ шара равнялся 1 метру, то единица 
площади, соответствующая единице телеснаго угла, будетъ равняться 
1 кв. метру. 

5' 

Черт. 132. Черт. 133. 

Выберемъ теперь въ пространстве (черт. 131) случайную точку в, 
и, опустимъ изъ нея перпендикуляры з,и, з,т и в,р на грани Р, 
@, В, или на ихъ продолжена. 

Между этими перпендикулярами образуется новый телесный уголъ 
з^птр, который называется дополнительнымъ или полярными данному 
БАВВ. 

Несколько плоскостей, пересекаясь между собой по прямымъ ли-
шямъ, образуютъ поверхность, называемую многогранной. Если же плос­
кости при этомъ замыкаютъ пространство со всехъ сторонъ, то он* 
образуютъ многогранникъ. 

Среди различнаго рода мяогогранниковъ выделяют* , въ особую 
группу правильные многогранники, у каждаго изъ которыхъ равны 
между собою: все ребра, стороны, плоское, двугранные и телесные 
углы. 

Существуешь пять правильныхъ многогранниковъ: 
1) Тетраедръ, образованный изъ четырехъ равностороннихъ тре-

угольниковъ. 
В, Рншшь. 5 



66 О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Я П Р О Б Ы Л И Т О Ч Е К Ъ , П Р Я М Ы Х Ъ ЛИН1Й И П Л О С К О С Т Е Й . I. 

2) Октаедръ, образованный изъ восьми равностороннихъ треуголь-
никовъ. 

3) Икосаедръ, образованный изъ двадцати равностороннихъ треу-
гольниковъ. 

о -

II 

5 8 

6 7 

Черт. 134. Черт. 135. 

4) Кубъ, образованный изъ шести квадратовъ. 
5) Додекаедръ, образованный изъ двенад­

цати правидьныхъ пятиугольниковъ. 
Для изображешя многогранника въ ортого-

нальныхъ проекидяхъ достаточно знать проекцш 
его вершинъ. Соединяя соотб"Ьтственнымъ обра-
зомъ проекщи вершинъ прямыми лишями, можно 
получить очерташя проекщи многогранника на 
каждой изъ плоскостей проекцш. 

Не входя пока въ подробности того, какъ 
определяются положения вершинъ правильныхъ 
многогранниковъ, приведемъ здесь лишь изобра­
жешя: 

тетраэдра—черт. 132, 
октаэдра—черт. 133, 
икосаэдра—черт. 134, 

куба въ двухъ положешяхъ: лежащаго гранью на Л" и стоящаго 
вершиной на И, при чемъ ддагональ 46 перпендикулярна къ Н (чер-
тежъ 136), 

додекаэдра—черт. 136. 
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Въ нижеследующей табличке показаны для каждаго изъ правильныхъ 
многогранниковъ: 

число граней Р ; 
» вершинъ 5; 
» реберъ А: 
» сторонъ фигуры каждой грани п; 
» реберъ, сходящихся въ каждой вершине, т. 

F А
 ! 

п т 

4 

• 

4 i 6 ' 3 3 

6 8 12 4 3 

8 6 12 3 4, 1 

12. 20 , 30 5 3 i 

Жкооаэдръ 20 12 30 : 3 5 i 

Разсматривая эту табличку, можно заметить следующее соотношение 
между кубомъ и октаэдромъ: для нихъ числа А одинаковы, числа же F 
и S одинаковы накрестъ, такъ же какъ и числа пят. Благодаря та­
кому свойству, эти многогранники называютъ взаимными. 

Додекаэдръ и икосаэдръ также являются взаимными многогранниками. 
Тетраэдръ является взаимнымъ самому себе х). 

Въ виде примера на чертежахъ 137 и 138 изображено несколько 
неправильныхъ многогранниковъ, именно, на черт. 137 две пирамиды, 
изъ которыхъ одна четырегранная съ основашемъ АВСВ, другая тре-
гранная, наклонная, съ основашемъ ABC. 

На черт. 138 изображены: слева, прямая шестигранная призма, а 
справа, наклонная трегранная призма. 

При вычерчиваши проекций призмъ, у которыхъ имеется рядъ взаимно 
параллельныхъ реберъ, не следуешь забывать, что одноименныя проекщи 
такихъ реберъ также будуть параллельны другъ другу. 

На чертеже 139 изображенъ еще одинъ многограявикъ, называемый 
призматоидом* ж находящШ себе пртгЬнете въ железнодорожномъ деле 

*) Подробности о взаимныхь многогранникажъ этихъ и других», си. В . Brieard 
eGéométríe  Descriptive". Paria 1911 pg. 54 и Ch. Wiener „Lehrbuch der Darstellen­
den Geometrie". Bd. I, Leipzig 1884 st. 142. 

5» 
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при подсчетв земляныхъ работъ насыпей и выемокъ желт^знодорожнаго 
полотна. 

Призматоидъ ограниченъ двумя параллельными основашями, которыя 
могутъ быть и съ неодинаковымъ числомъ сторонъ, и рядомъ треуголь-

ь 
Черт. 137. 

ньтхъ боковыхъ граней, которыя получаются при помощи соединешя каж­
дой вершины одного основашя съ двумя вершинами другого. Призма-

Черт. 138. Черт. 139. 

тоидъ, изображенный на черт. 139, имъетъ верхнее основаше въ видЬ 
треугольника 123, а нижнее—въ вид* квадрата 4567. Боковую его по­
верхность составляюгь семь треугольныхъ граней. 

На черт. 140 показана часть насыпи железной дороги. Полотно ея 
ВС1Е, откосы СВ1К и АВЯв. 
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Линш AFED и OLK—очерташя грунтовой земли въ начале и въ 
конц* насыпи. Насыпь разсвчена двумя параллельными съчешями 
ABCDEF и HIKLG, изъ которыхъ первое получилось шестиуголь-
нымъ, а второе—пятиугольнымъ. 

н i 

Черт. 140. 

Соединяемъ каждую вершину свчешя В1КЬО съ вершинами другого 
такъ, чтобы получить рядъ треугольниковъ. Полученное тЬдо и будешь 
им4ть видъ призматоида 1). 

Такъ какъ объемъ призматоида определяется легко, то потому онъ и 
применяется для подсчета объема земли въ насыпяхъ и въ выемкахъ. 

§ 10. Вращеме. 

а) Общгя понятгя. 

Ранее было упомянуто (теорема 9, стр. 33), что уголъ меясду ли-
шями проектируется безъ искажешя, когда плоскость угла параллельна 
плоскости ггооекщи. При этомъ и всякая фигура, лежащая въ такой 
плоскости, параллельной плоскости проекций, будешь проектироваться на 
эту плоскость проекщй безъ искажешя, т. е. проектируются въ нату­
ральную величину длины лишй, площади и углы. 

Такъ какъ часто плоскость, въ которой лежать определяемые геонетри-
чесюе элементы, бываешь расположена не параллельно на одной изъ плоско­
стей проекцШ, то, очевидно, является щвлесообразнымь при помощи тЬхъ 
или иныхъ геометрическихъ действгй достичь такого выгоднаго раеположешя. 

Въ ортогональныхъ проекщяхъ для этого служатъ два метода: вра-
щете и перемпна плоскостей проекщй. 

Разсмотримъ последовательно оба эта метода. 
г) Замътимъ, что треугольники CHI и DI К, равно какъ и треугольники ABG 

ж BGH, попарно лежать въ одной плоскости. 
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Методъ вращешя заключается въ томъ, что данную геометрическую 
фигуру вращаютъ въ пространстве вокругъ некоторой оси до тЬхъ поръ, 
пока она не займешь вытоднаго положешя относительно плоскости проекщй. 

При этомъ все точки вращаемой фигуры будутъ описывать въ про­
странстве дуги круговъ, центры которыхъ располагаются на оси вра­
щешя, а плоскости которыхъ будутъ перпендикулярны къ оси вращешя. 

Если ось вращешя выбрана случайной и не перпендикулярной ни къ 
7 ни къ Я , то и упомянутые круги вращешя не будутъ параллельными 
ни У ни Н и, следовательно, спроектируются на У и на Н въ виде 
эллипсовъ. Тавъ какъ построеше эллипсовъ затруднительно, то поэтому 
избегаютъ выбирать оси вращешя случайнымъ образомъ, а выбираютъ 
ихъ преимущественно перпендикулярными къ V или къ В. 

Ось вращешя принято обозначать въ пространстве большими буквами 
II, а ея проекцию—малыми буквами И и г'г', при чемъ, если приходится 
пользоваться несколькими осями, то ихъ нумеруютъ по порядку, при­
бавляя къ буквамъ / значекъ внизу справа. 

Разсмотримъ последовательно, какъ отражаются въ проекщяхъ вра­
щ е т е точекъ, лиши, плоскостей и пространственныхъ телъ сначала во­
кругъ одной оси, перпендикулярной къ Н или къ У, а затемъ и после­
довательное вращете вокругъ двухъ такихъ же осей. 

Ь) Вращете вокругъ одной оси, перпендикулярной къ В или къ У. 

а) Вращете точки. 

Пусть дана въ пространстве ось вращешя 1111, перпендикулярная 
къ Н (черт. 141 и 142 слева), и точка А, которая описываешь вокругъ 
111г полный кругь съ центромъ С7«. 

Черт. Ш. 

При такихъ уежшягь кругь вращешя точки А спроектируется на Н 
безъ искажешя въ виде круга же, а на У въ виде прямой, параллель­
ной оси ОХ. 
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Если же ось выбрана перпендикулярной къ V (черт. 141 и 142 
справа), то кругъ вращешя какой-нибудь точки Б спроектируется на V 
безъ искажешя въ вид! круга же, а на Я—въ виде прямой, параллель­
ной ОХ. 

Л 
а' 

а * 

i; Í i 
i 

-к 

\ 
{ i i i 

Í  «А Л 
а * • *а 

*' С i 

i 
J 

У- — ь, 
\ з / \ 

Черт. 142. 

Центръ С. вращешя точки А спроектируется на Е въ центре 
круга вращетя проекция а точки А, а на Г расположится на верти­
кальной проекщи г'а'г2' оси вращешя на высоте точки А. 

Аналогично расположится и центръ Сь вращешя точки В. 
Изъ вышеизложеннаго вытекаеть следующая теорема. 
Теорежа 15. При вращенш точки вокругъ осн, перненджкудярнож къ 

11 (къ V), горизонтальная (вертикальная) нроекцш ТОЧЕК оитясываетъ 
кругъ съ центромъ въ горизонтальном (вертикальной) проеккдж oes вра­
щешя, а вертикальная (горизонтальная) проекщя точки двигается по 
XIHÍI,  параллельно! осн ОХ. 

Слова въ скобкахъ относятся къ случаю, когда ось вращевгя пер­
пендикулярна къ V. 

Въ дальнейшему въ виду полной аналогии построений при вращенш 
вокругъ осей, перпендикулярныхъ къ V, съ построениями при вращешя 
вокругъ осей, перпендикулярныхъ къ Н, мы будемъ применять лишь по-
слЬдшя, ИМЕЯ въ виду, что въ случае, если представится необходимость 
иметь дело съ осью, перпендикулярной къ V, то все построения, про-
изведенныя ранее на Е, должны теперь повторены на Г, а бывшие на 
V—-повторены на Е. 

Ръгпимъ следующую задачу на вращение точки: 
Дана точка А, уголь а. м ось вращешя II _]_ Я . Повернуть точку А 

вокругъ II по направлению движения часовой стрелки на уголь а (чер-
тежъ 143). 

Для ръшешя задачи соедияяемъ точку а сь п. Съ точкою » совпа-
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даетъ и е., горизонтальная проекщя центра Са вращешя точки А. При 
вращении точки ея горизонтальная проекщя а опишетъ дугу круга въ 
направлении, указанномъ стрелкою, и придетъ въ положеше а„ подчи­
ненное условш, чтобы уголь асаа, равнялся данному углу а. Верти­
кальная проекщя точки въ это время будешь двигаться по лиши, перпен­
дикулярной къ гЧ1, или, что то же, по лиши а'са', параллельной оси ОХ. 
Проведя изъ а, перпендикуляръ къ ОХ до пересЬчешя съ a!cJ, полу-
чимъ точку а / , вертикальную проекщю повернутой точки. 

а' а', 

О -

3"'с« 

•X 

ь'. 

1 

1 

1 

% 1 

1 | 
1 

а-1 . 2 . 

Черт. 143. Черт. 144. 

Условимся въ дальнъйшемъ проекщи повернутыхъ точекъ обозначать 
малыми буквами со значкомъ справа внизу. 

Р) Вращеше прямой лиши. 

Разсмотримъ вращеше прямой лиши въ примерь рт.шешя следующей 
задачи. 

Дана прямая лишя АВ (черт. 144). Определить истинную длину ея, 
пользуясь методомъ вращешя. 

Выберемъ ось вращешя 11, перпендикулярную В, и будемъ вращать 
АВ вокругь II до гвхъ поръ, пока А В не станешь параллельно V; 
тогда АВ спроектируется на V безъ искажешя. Если АВ после пово­
рота будешь параллельна V, то горизонтальная проещш АВ должна быть 
после поворота параллельной ОХ. 

Это обстоятельство позволяешь намъ определить уголь поворота. 
Опустимъ иаъ точки И перпердикуляръ гк на аЪ. 

Если после поворота аЪ должно расположиться параллельно ОХ, то 
Л тогда расположится перпендикулярно къ ОХ. Проводимъ гк1 _]_ ОХ и 
равнымъ Ц. 
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Теперь остается черезъ точку к, провести линию а,^, параллельную 
ОХ, и отложить на ней ахкх =ак и Ьгкг = Ьк. 

Те же точки а, и й, можно получить на лиши а1Ь1, засекая ее изъ 
центра п дугами рад1усовъ аг и Ы. Очевидно, что будутъ равны между 
собою углы 

ага1 = ЫЪХ = кгкх. 

Вертикальный проекщи точекъ А и В будутъ двигаться по лишямъ, 
перпендикулярнымъ къ »'«', и найдутся въ точкахь а / и й,' пересечетя 
этихъ линШ съ перпендикулярами къ оси ОХ, 
проведенными изъ точекъ а1 и Ъх. 

Длина а / й / равна истинной длине лиши АВ. 
При решети этой задачи мы вращали две 

точки А л В данной прямой. Можно было бы 
решить ту же задачу проще, проведя ось II вра­
щения черезъ одну изъ точекъ, наприм'Ьръ, В дан­
ной прямой (черт. 145). Тогда эта точка, какъ 
лежащая на оси вращения, при повороте прямой 
останется неподвижной. После же поворота гори­
зонтальная проекция прямой должна располо­
житься параллельно ОХ. Поэтому для решетя 
задачи вращаемъ аЪ вокругъ точки Н до техъ 
поръ, пока аЪ не займетъ положение ахЬ || ОХ. 

Точка а / определится пересечешемъ лишй а,а,'_|_ ^Х и а'а/_[_«'«'. 
Лишя а^'Ъ1 будешь вертикальной проекцией повернутой лиши и будешь 
выражать истинную длину отрезка АВ. 

Можно было бы ту же самую задачу решить, повернувъ прямую въ 
положение, параллельное Н. Для этого пришлось бы воспользоваться 
осью вращешя, перпендикулярною къ V. 

т) Вращете плоскости. 

Разсмотримъ вращение плоскости въ двухъ случаяхъ ея задания: сле­
дами и случайными пересекающимися прямыми линиями. 

На черт. 146 задана плоскость Р следами Рг>, РА. 
Предположимъ, что требуется определить уголь наклона Р къ Н. 
Если бы Р была задана перпендикулярной къ V, то тогда искомый 

уголь спроектировался бы на V безъ искажения и быль бы равенъ 
углу между вертикальнымъ слтЬдомь и осью ОХ. 

Приведемъ плоскость къ такому задашю, пользуясь методомъ враще-
шя. Выберемъ ось II, параллельную Н и лежащую въ плоскости V. 
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Пусть эта ось пересекаешь Ро въ некоторой точке Ж, которая при 
вращеши плоскости Р будетъ оставаться неподвижной. 

После поворота горизонтальный следъ Рк плоскости долженъ распо­
ложиться перпендикулярно къ ОХ. Для того, чтобы найти его поло­
жение, опустимъ изъ точки И перпендикуляръ т на РЬ. После поворота 
этотъ перпендикуляръ совпадеть съ осью ОХ и точка п—съ при чемъ 
т — п,г. Точка Ы, и будетъ служить новою точкой схода следовъ по­
вернутой плоскости Р. Проводимъ черезъ пх литю Ркх\_ОХ и соеди 

О 

Черт. 146. Черт. 147. 

няемъ щ' съ т'. Лншя щ'т1 или Pvt будетъ вертикальнымъ следомъ 
плоскости. Уголь же а между Pvt и ОХ и будетъ искомымъ. 

Разсмотримъ теперь случай вращевдя плоскости, заданной не следами, 
какъ ранее, а пересекающимися лишями. 

Пусть, напримеръ, (черт. 147) заданы проекции плоскаго треугольника 
ЛВС, и требуется определить уголъ наклона его къ В. 

Мы уже знаемъ, что уголъ наклона любой плоскости къ В. изме­
ряется безъ искажения на F , если данная плоскость будетъ перпенди­
кулярна къ V. 

Поэтому повернемъ плоскость треугольника ABC такъ, чтобы она 
расположилась перпендикулярно къ V. 

Проведемъ черезъ точку С ось вращения / / , перпендикулярную къ 
плоскости Ж. Разсматриваемую задачу можно было бы свести къ пре­
дыдущей задаче, если бы быль найденъ горизонтальный следъ плоскости 
ABC. Для определения угла поворота достаточно горизонтальный следъ 
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провести въ положенн'е, перпендикулярное къ О Х Но, очевидно, вместо 
самого горизонтальнаго следа достаточно знать только его направление. 
Чтобы найти это направлений, воспользуемся горизонталью, которая, 
какъ известно, параллельна горизонтальному следу. Пусть эта горизон­
таль будетъ ВС (de, d'c'). Будемъ вращать горизонталь вокругъ оси II, 
перпендикулярной къ В и проходящей черезъ точку С, до приведена 
ея въ положение, перпендикулярное къ плоскости V. Для этого приво­
д и т de съ положение d,c, перпендикулярное къ ОХ. Уголь поворота 
горизонтали а и определить тогъ уголь, на который надо повернуть все 
точки плоскости ЛВС, чтобы она стала перпендикулярной къ плоскости V. 
Поворачивая точки я и с на этогь уголь а и соединяя ихъ прямыми, 
опредБлимь искомое положение плоскости ЛВС. Действительно, верти­
кальный проекщи а/ и 6/ этихъ точекъ должны лежать съ одной сто­
роны на перпендикулярахъ, опущенныхъ изъ а, и Ъх къ ОХ, a съ дру­
гой стороны на перпендикулярахъ Vb,', опущенныхъ изъ точекъ а' 
и V на ось г'$. Въ пересечеши соответственныхъ перпендикуляровъ и 
найдемъ точки а bt'. 

Такъ какъ после поворота плоскость ЛВС будетъ перпендикулярна 
къ V, то вертикальныя проекщи всехъ точекъ, лежащихъ въ ABC, должны 
находиться на новомъ вертикальномъ следе Pvu т. е. Рь\ пройдетъ че­
резъ точки а / , с' и 6/. 

Уголь а между Pvt и ОХ и будетъ искомым,. 

S) Вращеше пространственныхъ тьмгь. 

При вращеши пространственнаго тела вокругъ какой-нибудь оси на 
некоторый уголь а достаточно повернуть вершины или, вообще, точки, 
опредеишюпця форму гЬла, на те же самые углы. 

При этомъ необходимо помнить, что вращеше всехъ точекъ следуетъ 
производить въ одномъ и томъ же направлении на одни и те же утлы, 
иначе нарушится взаимное расположеше точекъ тела. 

На чертеже 148 въ виде примера показано вращеше пирамиды SABC 
вокругъ оси II Х_Н. 

Пирамида вращается до гвхъ поръ, пока ребро ея ЛВ не сделается 
перпендикулярнымъ къ V. 

При этомъ линия гк, перпендикулярная къ ЛВ, расположится парал­
лельно ОХ. Поел* такого поворота грани ЛВС и SAB, перееБкаю-
ищяся по ребру ЛВ, расположатся перпендикулярно къ V, и уголь а 
между ними спроектнруется на V безъ искажения, будучи равнымъ углу 
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г) Вращеше вокругъ безконечно удаленной оси. 

Если ось вращешя II, оставаясь, напри&гьръ, перпендикулярной къ Н, 
будетъ удалена отъ вращаемся точки на безконечно большое разстояше, 

то раддусъ вращешя точки 
.з; будетъ безконечно боль-

шимъ, и точка будетъ дви­
гаться уже не по кругу, 
а по прямой лиши, пер­
пендикулярной къ раддусу 

Г- - • |Ч 

Черт. 148. 

О" 

а. 
/ 

/ 
/ 

а, 
• ас 

Черт. 149. 

и параллельной Н. Иными словами, въ этомъ случай вращеше преобра­
зуется въ прямолинейное движете точки, параллельное И (чертежъ 149). 

Задача X 14. 
На плоскости Н лежать одною своей гранью трехгранная стеклянная призма 

123456 (1 23466, 1'2'3'4'5'6'). 
Даны проекцш аЪ, а'Ъ' св-Ьтового луча, расположенная въ плоскости перпен-

дивулярной въ ребраиъ призмы, и данъ показатель преломлетя — . Требуется по¬
строить проекцш лучей: преломленнаго и выходящаго изъ призмы. 

Рпшенге. 
Такъ какъ вс4 построения, относяпгшся къ опредъленЬэ пути луча, будугъ 

располагаться въ плоскости, проходящей черезъ лучъ и перпендикулярной къ £ и 
къ ребрамъ призмы, то для того, чтобы эти построения проектировались, хотя бы 
на V, безъ искажения, повернемъ призму и лучъ такъ, чтобы ребра призмы распо­
ложились перпендикулярно къ Н. Для этого за ось вращешя выбираемъ пин1ю II, 
проходящую черезъ вершину 6 призмы и перпендикулярную въ Н. ПосдЬ пово­
рота призмы и луча ЛВ вокругъ этой оси на уголь а, призма располояштся пер­
пендикулярно къ V и аайметъ положете 112131415161, 11'21'31'41'51'61'; проекцш же 
жуча будугъ о 16 1 , а^Ь^. Продолжая о,'Ь,' до ветръчи съ лпшей 21Ъ', найдемъ про­
екцию с,' точки пересъчешя пуча съ гранью 2 356 призмы. 

По закону Декарта лучъ падающШ и лучъ преломленный составляюсь съ нор-
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малью т'д1 углы, отношете оинусовъ которыхъ равно показателю преломлешя. 
Опишемъ изъ с 1' кругъ произвольнаго радгуса и замътимъ точку / ' пересъчешя 
луча о 1'6 1' съ этимъ кругомъ. 

Пусть лишя т'д' перпендикулярна къ 5'2,'. Опустимъ изъ / ' перпендику-
ляръ /'д' на т'д' и отложимъ с,'Л' = --- / у . 

t 

а 
Черт. 150. 

Изъ А' проведемъ h'k' 1 Б'2/ до пересъчешя съ кругомъ въ точка ir'. 
Лишя е'к1 и опредълитъ направленie прелоиленнаго луча, такъ какъ 

sin fe.'g' _ / У _ 3 
sin kfcjm' ~ k'm' 2 ' 

Продолжая лучъ c t'i' до нересъчешя съ л и т е й 4i'lV, найдемъ проеюцю пг' 
точки Ni выхода его изъ призмы. Направление выходящаго луча опредълимъ по-
добнымъ же образомъ, имъя въ виду, что 

sin д я / г' q' г' 2̂  
sin t,'* 1V _ ~ 3 " 

Найдя точки С, N и Т при повернутомъ положенш призмы, остается и х * 
перенести на заданное положение призмы и луча, вращая эти точки вокругъ той 
же оси II, но въ обратную сторону на тв же утлы а. 
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с) Последовательное вращете вокругъ двухъ осей, перпендикуляр-
ныхъ къ плоскостямъ проекцгй. 

При р4шеши различныхъ задачъ очень часто приходится определять 
истинную форму и размеры фигуръ, расположенныхъ въ случайно задан­
ной плоскости; равнымъ образомъ часто приходится случайно заданную 
прямую лишю приводить въ положение, перпендикулярное къ Я или къ V. 
Конечно, выбравъ соответственнымъ образомъ въ пространств^ какую-
нибудь лишю и принявъ ее за ось вращешя, можно данный геометриче­
ский элементъ привести въ требуемое наивыгоднейшее положение. Однако, 
при такомъ вращении дуги круговъ, описываемыхъ различными его точ­
ками, спроектируются на V и на Я въ дуги эллипсовъ, построеше ко-
торыхъ затруднительно. Поэтому вместо одного поворота вокругъ слу­
чайно расположенной оси и вместо построения эллипсовъ предпочитаютъ 
делать два последовательныхъ поворота вокругъ двухъ осей, выбирая 
одну изъ этихъ осей, перпендикуяярную къ Л, а другую, перпендику­
лярную къ V. 

Просдедимъ применеше этого метода въ решении следующей задачи: 
«Даны две прямыя лиши: АВ и СВ, не параллельныя и не пересекаю-

жится параллельно Я , прямой же уголь между АВ и МЫ на основании 
теоремы 9-й (стр. 33) спроектируется на Н безъ искажения, т. е. тп 
будетъ перпендикулярна аЬ. Поэтому, если СВ будетъ перпендикулярна 
къ В, то положение ближайшихъ точекъ М и N можно определить сле-
дующимъ образомъ: изъ горизонтальной проекции ей лиши СВ опускаемъ 
перпендикуляръ ст на аЬ ш находимъ самую точку М на АВ. Далее, 
изъ Ж проводимъ горизонтальную плоскость, которая пересечешь СВ 
во второй искомой точке N. 

йтакъ, для решения задачи следуешь стремиться къ тому, чтобы одна 
изъ данныхъ линий расположилась бы перпендикулярно къ В. 

ищяся. Определить разстояше 
между ними, и положеше бли­
жайшихъ точекъ». 

Черт. 151. 

Предположимъ сначала, что 
прямыя лиши заданы не слу­
чайно, а такъ, что одна изъ 
нихъ, напримеръ, СВ (чертежъ 
151) перпендикулярна къ Н, и 
пусть точки Ж и .ДГ на пря-
мыхъ являются ближайшими, 
иными словами, линия МЫ пер­
пендикулярна къ АВ и СВ. 
При этомъ МЫ, будучи пер­
пендикулярна къ СВ, располо-
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Этого легко достичь, пользуясь методомъ вращешя. 
Для этого проведемъ сначала черезъ точку С ось перпендику­

лярную къ Н, и повернемъ прямую СВ вокругъ этой оси до положения 
СВХ, параллельнаго V (черт. 152). 

Дал-Ье, проведемъ черезъ ту же точку С вторую ось вращешя / , / 2 и 
повернемъ прямую СВХ вокругъ этой оси до положешя, перпендикуляр-
наго къ Е, которое и является выгоднымъ для решетя задачи. 

При решети этой задачи въ проекщяхъ не слвдуетъ забывать, что 
при посл'Ьдовательныхъ поворотахъ прямой СВ вокругъ двухъ осей не­
обходимо ВМЪХГБ съ СВ вращать и другую прямую АВ на тЪ же углы 
въ томъ же направленш и вокругъ твхъ же осей, иначе нарушится 
взаимное расположеше прямыхъ. 

На черт. 153 эта задача решена въ проекщяхъ. Первый поворогь 
на уголъ а сдЬланъ вокругъ оси 111ХА_Н. Новыя проекщи прямыхъ 
будутъ о 1 6 1 , в /А/ и ей,, с'оу. При эгомъ прямая СВ оказалась уже па­
раллельной V. 

Второй поворогь сдвланъ на уголъ (3 вокругъ оси 1212 _1_ У- Послъ-
поворота лишя СВ оказалась перпендикулярной къ Л. Новыя проекщи 
прямыхъ: аф2, аг'Ь.2' и с&г, ''яУ-

Проводимъ теперь изъ с аерлендикуляръ къ аф2 до пересвчетя съ 
а,й, въ ТОЧКЕ пг2, находимъ на а,'Ь2' точку от/, и изъ пъ2' проводимъ ли-
н ш , параллельную ОХ, до переевчен1я съ с ^ ' въ ТОЧКЕ я а ' . Точка я а 

с 

Черт. 152. 
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совпадешь съ с. Точки IV и Ж и будугь искомыми, при чемъ длина я ^ т , 
выражаешь разстояше между 
АВ и (71). 

Вращая точки М и N во-
кругъ ШБХЪ же осей на ТБ же 
углы, но въ обратную сторону, 
получимъ положения ихъ ж', т 
и п', п на заданныхъ прямыхъ. 

РЪшимъ еще одну задачу 
въ вид! примера на вращеше 
вокругъ двухъ осей: «опреде­
лить величину угла между двумя 
плоскостями». 

Вспомнимъ, что величиной 
угла между двумя плоскостями 
или двуграннаго угла называется 
линейный уголъ между лишями, 
полученными огь разсвчешя 
граней угла плоскостью, пер­
пендикулярной къ его ребру. 

Если бы (черт. 154) пло­
скости АСВ и ВСВ были за­
даны такъ, что лини'я СВ ихъ 
сучения была бы перпендику­
лярна къ Я , то искомый уголъ 
спроектировался бы Я безъ 

искажения и быть бы равенъ углу между линиями, соединяющими гори-

С 

Черт. 154. 
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зонтальную проекщю со1 ребра съ проекщями случайныхъ точекъ, на-
примт,ръ, А и 2?, лежащихъ въ граняхъ угла. 

Имея въ виду удобство измърешя двуграннаго угла, когда его ребро 
перпендикулярно къ В, приведемъ заданную систему именно къ такому 
положенно. На черт. 155 даны 
ребро двуграннаго угла СВ и \ 
по одной точке А и В каждой 
изъ его боковыхъ граней; какъ 
и въ предыдущей задаче будемъ 
вращать всю систему последо­
вательно вокругъ двухъ осей, 
перпендикулярныхъ къ плоско-
стямъ проекщй. 

а' 

О -

ь. ь. 

Черт. 155. Черт. 156. 

1- ое вращеше вокругъ оси 1Х1Х ±_ В на уголь а. После поворота 
ОВ \\ V. Новыя проекщй сйх, е<#/, ах, ах' и Ьх, Ъх'. 

2- ое вращеше вокругъ осп 1212 _]_ V на уголь -̂ После поворота 
СВ±_В. Новыя проекщй с<2„ с'оу, а 2 , «,', Ъ2, 52'. 

Н. Рынинъ. 6 
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Соединяя точку с съ о 2 и съ Ь„ получимъ искомый уголъ о между 
прямыми са2 и сЪг 

Задача X 15. 
Даны въ пространства два плоскихъ зеркала ТКЬ п &ЕХ, пересекающихся по 

лин^и КЪ, и двъ точки А и ]? внутри двуграннаго угла, образуеыаго зеркалами 

(черт. 166). Предполагая точку А светящейся, построить проекцш свътового луча, 
который, выйдя изъ точки А и отразившись оть важдаго зеркала по два раза, по­
пало» бы въ точку Р. 
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Рпшете. 
Для удобства построений, приведемъ заданную систему зеркалъ и точекъ по-

слъдовательнымъ вращешемъ вокругъ двухъ осей 1,1, _|_ Н и / 2 / 2 _]_ V въ такое по­
ложение, чтобы ребро КЕ расположилось перпендикулярно къ Н. Ръшен1е такой 
задачи было объяснено ранЬе (стр. 78). 

Послъ второго поворота зеркала и точки займутъ положения: £3Ц>, £.Л,82', £2/?2, 
к2'1%', а 2а 2', / 2 / 3 ' (черт. 156). 

Перенесемъ эти данныя на новый чертежъ (черт. 157), гдъ зеркала и точки 
А и Е обозначены тЬми же буквами, какъ и на черт. 156 послъ второго поворота. 
При этомъ оказалось случайно, что точка А совпала съ II и зеркала наклонены 
другъ къ другу подъ угломъ въ 45°. (Уголъ между РЛ, и ВЬ2 равенъ 45°). 

Лучъ, идущий изъ А и отражаемый сначала зеркаломъ Р, представляется какъ 
бы исходящимъ изъ точки В, симметричной А относительно Р. Этотъ новый лучъ. 
отражаясь зеркаломъ В, представляется какъ бы исходящимъ изъ точки С, сим­
метричной съ В относительно зеркала Я и т. д. Точки А, В, С, I), Е, изъ кото-
рыхъ последовательно какъ бы исходятъ отраженные лучи, лежать на окружности 
проходящей черезъ точку А съ центромъ въ точкъ 1к2. 

Окончательное направление луча будетъ ЕЕ21 при чемъ онъ пересъкаетъ зер­
кало В въ точкъ д 2 , q2'. Соединяя эту точку съ точкою 1), получпмъ предыдущее 
направлеше луча, пересекающее зеркало Р въ точкъ р2, р2'. 

Далъе, идя назадъ, найдемъ направление луча Р2(7, пересекающее зеркало Д 
въ точкъ п 2, п2'. Соединяя 7У2 съ В, получимъ еще лучъ, пересъкающДй зеркало Р 
въ точкъ ЛТ2. 

Наконецъ, соединяя Ж 2 съ А, получимъ начальное направлеше луча. 
Такимъ образомъ полный путь луча въ пространств^, будетъ АМ2У^Р^„Е% и 

въ проекпДяхъ: а 2то 2п 2р 9?,/ 2 и а 2'т 2'я 2'р 2'д ; |'/ 2' . 
Можно было бы получить второе ръшеше, предполагая, что лучъ, выходящДй 

изъ А, отражается сначала отъ зеркала Д. 
Опредъливъ на чертежъ 157 положение точекъ ЛГ2, 2У9, Р 2 и ф 3 на зеркалахъ-

остается ихъ привести къ заданному положешю зеркалъ и точекъ А и Е, для чего 
полученные четыре точки сльдуеть вращать въ обратную сторону вокругъ тъхъ 
же осей и 1212 и на тъ же углы, что и исполнено на черт. 156, на котороыъ 
показаны проекции луча отярд/ и а'т'п'р'у'/' при задав номъ положеиш зеркалъ и 
точекъ А и Е. 

о") Вращенге плоскости вокругъ ея горизонтали или фронтали. 

Если геометричеыие элементы, величину которыхъ необходимо опре­
делить, лежать въ одной плоскости, то можно спроектировать ихъ безъ 
искажешя при помощи одного поворота плоскости, въ которой они ле­
жать, вокругъ какой-нибудь горизонтали или фронтали этой плоскости. 
Вращая плоскость вокругъ горизонтали, можно повернуть плоскость въ 
положение, параллельное Л, и, следовательно, спроектировать все нахо­
дящаяся въ ней фигуры безъ искажешя на Л. 

Вращая же плоскость вокругъ фронтали, можно привести плоскость 
въ положение, параллельное У, и спроектировать все лежагщя въ ней фи­
гуры безъ искажешя на У. Каждая точка плоскости, при вращеюи ея, 
вапрммеръ, вокругъ горизонтали, будетъ описывать въ пространстве 
кругъ, плоскость котораго будетъ перпендикулярной къ горизонтали. 

6* 
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Такой кругъ спроектируется на H въ прямую линш, перпендикуляр­
ную къ горизонтальной проекщи горизонтали, на V же онъ спроекти­
руется въ ВИДЕ эллипса, построешя котораго однако возможно избежать. 

Пусть, напршгБръ, дань пдосшй треугольникъ АВВ (черт. 158). 
Проведемъ въ его плоскости черезъ точку А горизонталь AJE и повер-
немъ треугольникъ вокругъ этой горизонтали такъ, чтобы онъ располо­
жился параллельно Н. 

Черт. 158. 

При вращенш точки А и Е треугольника, какъ лежапця на оси вра­
щешя, будутъ оставаться неподвижными. 

Точки же В и В будутъ описывать круги съ центрами въ Сь и Gd, 
лежащими на оси вращешя. 

Кругъ вращешя точки В спроектируется на В въ прямую линш Ъсь 

перпендикулярную къ ае, причемъ точка сь переевчешя этой лиши съ ае 
будешь служить проекщей центра Ct вращешя точки В. 

Подобнымъ же образомь найдемъ, что кругъ вращешя точки В спро­
ектируется на В въ прямую линш, перпендикулярную къ ае, и точка 
с й пересЗ>чешя этой линш съ ае будешь служить проекщей центра Gd вра­
щешя точки В. 

При вращенш точки В, горизонтальная проекщя ея будешь двигаться 
по лиши Ьеъ. Когда плоскость ABB сделается параллельной В, тогда 
радаусъ вращешя ВСЬ спроектируется на В безъ искажешя. Величину 
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же этого радтуса нетрудно определить, наприагвръ, на основанш тео­
ремы 4 (стр. 21). Для этого опредЬляемъ разность возвышешй точекъ 
В и С» надъ В. Эта разность равна отрезку е'т—возвышенно горизон­
тали надъ В. На стороне Ъсь, какъ на категЬ, строимъ прямоугольный 
треугольникъ Вфсь, другой катетъ котораго В3Ъ = е'т. Длина В3сь ги­
потенузы и равна длине радиуса вращешя точки В. Засекая линию Ъсь 

дугою радуса В3сь изъ центра сь, 

Черт. 159. Черт. 160. 

Положеше же точки dx определится изъ двухъ условии: съ одной 
стороны она должна лежать на лиши bte, а съ другой, при вращенш 
точки В, ея горизонтальная проекция должна двигаться по лиши dcd, пер­
пендикулярной къ ае, иными словами точки dt определяется пересече-
инемъ линий Ъхе и dct. 

Соединяя точки й„ dt и а другъ съ другомъ, получимъ горизонталь­
ную проекцию треугольника ABB, определяющую истинную фигуру по-
следняго, вертикальная же проекция треугольника после поворота превра­
щается въ прямую лигою а'5,'а*,'. 

На черт. 159 все описанныя построевпя воспроизведены въ проек-
щяхъ. 
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Въ качестве примера применений такого метода рътпимъ следующую 
задачу. 

Данъ плосшй четыреугольникъ АВВР (черт. 160). Построить въ его 
плоскости равностороншй треугольникъ, длина стороны котораго 
дана. 

Планъ решетя задачи будетъ следуюшдй: Повернемъ четыреугольникъ 
вокругъ его фронтали до положенной, параллельнаго У. При такомъ по­
ложении его построимъ въ немъ требуемый треугольникъ, который будетъ 
на У проектироваться безъ искажения. 

Затемъ данный четыреугольникъ съ построенной въ немъ фигурой 
повернемъ вокругъ той же оси обратно на тотъ же уголъ и найдемъ 
проекщи треугольника. На черт. 160 эта задача решена въ проек-
щяхъ. 

Данъ четыреугольникъ (параллелограммъ) АВВВ. За ось вращения 
принята фронталь ВВ. При вращении фигуры вертикальныя проекции ея 
вершинъ будутъ двигаться по лишямъ перпендикулярнымъ къ сРе'. Раднусъ 
вращения точки В равенъ гипотенузе -В,с/ прямоугольнаго треугольника, 
у котораго одинъ катетъ—проекция Ь'с'ь, а другой Ь'В1 = Ът. Отклады­
вая й / г / = Вг с / , получимъ проекщю повернутаго положешя точки В. 
Соединяя точки 6/ и ё', получимъ проекщю повернутой стороны ВВ, 
соединяя же й / и е' и продолжая й/е ' до пересечения съ а'^_[_ё'е', по­
лучимъ точку « / , проекщю повернутой точки А. Остается провести 
а / Л ' || и а у / || й / а / . 

Фигура а/й/<?'Л' даетъ намъ истинный вадъ параллелограмма АВВР. 
Строимъ внутри него произвольно расположенный равностороншй тре­
угольникъ 1/2/3/ , удовлетворяя лишь условно, чтобы сторона его рав­
нялась данной длине. Замечаемъ шесть точекъ А/, £/, т / , я / , д / , р / 
пересечетя сторонъ его со сторонами четыреугольника а /й /й 'Л ' . Будемъ 
теперь вращать четыреугольникъ обратно. Четыре изъ упомянутьгхъ точекъ 
qt', рх', «и/, я / при этомъ будутъ двигаться по лишямъ перпендикуляр­
нымъ къ сРе'. Замечаемъ точки д', р', т', п', пересечете этихъ лишй 
со сторонами первоначальнаго четыреугольника. 

Точки же к', Г, какъ лежашдя на проекции оси вращения, во время 
обратнаго вращения будутъ оставаться неподвижными. Соединяя теперь 
попарно полученный шесть точекъ ливоями к'п', 1'р>, д'т1, получимъ въ 
точкахъ пересечения этихъ лишй вертикальныя проекщи вершинъ 1', 2', 3' 
искомаго треугольника. 

Найдя горизонтальныя проеищш к, I, т, п, р, д точекъ К, В, М, 
АГ, Р я О, м попарно соединивъ ихъ, получимъ горизонтальныя проекши 
1, 2, 3 вершинъ треугольника. Проекщи искомаго треугольника на чер­
теже заштрихованы. 
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е) Совмтщеше. 

Методъ сов1ГБщетя является частнымъ случаемъ вращешя плоскостей 
вокругъ ихъ горизонталей или фронтален, именно, за ось вращения при­
нимается не случайная горизонталь или фронталь плоскости, а горизон­
тальный или вертикальный слт^дъ плоскости. При такихъ услов1яхъ пло­
скость после поворота совпадетъ или совместится съ плоскостью Й, 
если вращете происходило вокругъ горизонтальнаго следа, или съ пло­
скостью V, если вращете происходило вокругъ вертикальнаго следа. 

Черт. 161. 

Методъ еовмещетя применяется тогда, когда требуется определить 
истинный видь фигуръ, лежащихъ въ какой-нибудь плоскости, или въ 
этой плоскости требуется построить фигуру, форма и размеры которой 
даны. При этомъ предполагается, что хотя бы одинъ изъ агвдовъ пло­
скости, вокругъ котораго можно было бы совместить данную плоскость 
съ плоскостью проекций, лежишь въ пределахъ чертежа. 

Пусть, напримеръ, на черт. 161 дана плоскость Р , въ которой ле­
жишь треугодьникъ АБС. Требуется определить истинную фигуру этого 
треугольника. 

Если мы совмтктимъ плоскость Р вместе съ лежащимъ въ ней тре-
угольяикомъ съ плоскостью И, то тогда на Н фигура треугольника будешь 
проектироваться безъ искажения. 
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Принимаемъ за ось вращешя следъ Рк. Продолжимъ стороны тре­
угольника до пересьчешя со следами плоскости въ точкахъ 1, 2, 3, 4, 5. 

Найдемъ совмещенное положеше следа Рг\ Точка схода M во все 
время поворота будетъ оставаться неподвижной, такъ какъ она лежитъ 
на оси вращешя. Следовательно, после поворота совмещенный верти­
кальный следъ долженъ пройти опять черезъ нее. Найдемъ повернутое 
положеше какой-нибудь точки, напримеръ, 4 этого следа. 

При вращении вокругъ Ph точка 4 будетъ двигаться въ плоскости В, 
перпендикулярной къ Ph. Горизонтальная проекция 4 этой точки будетъ 
двигаться вдоль горизонтальна™ следа Bh, который долженъ проходить 
черезъ точку 4 и долженъ быть перпендикулярнымъ къ Ph. Когда после 
поворота точка 4 совладеть съ В, на эту же плоскость спроектируется 
безъ искажешя д и т я М\, истинная длина которой равна отрезку m'A1. 
Такимъ образомъ совмещенное положеше 4, точки 4 определится какъ 
точка пересеченной двухъ линий: 44,, перпендикулярной къ Р/>, и дуги 
круга, описаннаго изъ точки тт' раднусомъ от'4'. 

Соединяя точки 4, съ тт', получимъ совмещенное положеше Pvx  

следа Pv. 
Описывая изъ центра тт' дуги радаусовъ ш'Г и w'2'до пересечений 

съ Pvx, получимъ совмещенныя положения 1,, 2, точекъ 1 и 2. 
Такъ какъ точки 3 и 5, лежащня на следе Ph, при вращеши 

остаются неподвижными, то соединяя ихъ соответственно съ точками 2, 
и 4,, получимъ совмещенныя положешя лиши 23 и 45. Пересечение 
этихъ лишй другъ съ другомъ даетъ совмещенное положеше вершины В 
треугольника. 

На черт. 161 сторона АС треугольника случайно задана параллель­
ной Ph. Поэтому и при совмещенш Р съ В эта сторона, проходя че­
резъ точку 1,, расположится параллельно Ph и нересечетъ две друпя 
лиши 4,5 и 2j3 въ точкахъ А а С, определяющий совмещенныя поло­
жения двухъ другихъ вершинъ треугольника, истинная фигура котораго 
будетъ ЛВС. 

Решимъ еще такую задачу (черт. 162): Дана плоскость Р. Требуется 
построить въ ней правильный шестиугольникъ, длина стороны котораго 
известна. 

Для решения этой задачи совместимъ Р съ V, вращая Р вокругъ Ро. 
Найдемъ совмещенное положение следа Рк такъ же, какъ находили въ 
предыдущей задаче следъ Рюх. Какая-нибудь точка 1,1' следа Рк при 
вращеши Р будетъ описывать въ пространстве кругь, плоскость кото­
раго будетъ перпендикулярна къ V и къ Рг>. Вертикальная проекщя 1' 
будетъ, при вращеши точки 1 двигаться по линии П / , перпендикуляр-
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ной къ РУ. Когда же Pv совместится съ V, длина отрезка отъ точки 
схода М до точки 1, равная т\, будетъ на У проектироваться безъ иска-
жетя . Поэтому точка 1,' определится, какъ пересечете двухъ лиши: 
П / , перпендикулярной къ Pv, и дуги круга, описаннаго изъ точки тт', 
какъ изъ центра, раддусомъ т\. Соединяя точки т' и 1/, получимъ ли-
н ш РА,, совмещенной съ V следъ РА. 

О 

РЬ 

Черт. 162. 

Строимъ теперь внутри угла между Рг; и РА, правильный шести -
угольникъ АВСВЕЕ по данной его стороне, при чемъ, для простоты 
построевпй, предполагаемъ, что продолжеше одной изъ сторонъ его АВ 
проходить черезъ точку 1,'. 

Продолжаемъ лиши АВ, ВЕ и СЕ до пересечешя съ лишями Pv 
и РА, въ точкахъ 1,'4', 2,'5' и 3/6'. 

При обратномъ вращеяш плоскости Р точки 4', 5', 6', какъ лежания 
на оси вращешя, останутся неподвижными. Точки же 2 / и 3,', какъ 
лежатлдя на Р А 1 5 расположатся на РА въ разстояшяхъ т2 = т'21' и 
т З = т ' 3 , ' . 

Находимъ вертикальныя проекщи 1', 2', 3' точекъ 1, 2, 3 и горизон­
тальный проекщи 4, 5, 6 точекъ 4, 5, 6 и строимъ проекщи лншй 
14, 25, 36, на которыхъ лежать вершины шестиугольника. 
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При вращенш послъдаяго вокругъ Ри, каждая его вершина будетъ 
описывать кругь, плоскость котораго перпендикулярна къ Рт. Верти-
кальныя проекщи вершинъ будутъ двигаться по литямъ, проходящимъ 
соответственно черезъ точки А, В, С... и перпендикулярнымъ къ Р р . 

Находя перееЬчешя этихъ перпендикуляровъ съ вертикальными про­
екциями лишй Г4'. 2'5' и 3'6', на которыхъ должны лежать соотв^т-
ственныя вершины, получимъ точки а', V, с', а", е', Р; опуская же изъ 
нихъ перпендикуляры къ ОХ до пересьчешя съ лишями 14, 25, 36, най-
демъ и горизонтальныя проекщи вершинъ шестиугольника. 

Задача X 16. 
На черт. 163 даны проевцш двухъ пересекающихся между собою по литямъ 

ЕЮ и Е1> крышъ: 123456 и АВЕЕСЮ. Определить истинную фигуру каждой грани 
крыши. 

Ргыиете. 
Определимъ сначала форму граней большой крыши, имея при этомъ въ виду, 

что грани 145 и 1265 соответственно одинаковы съ гранями 236 и 3456. 

6' 

Черт. 163. 

Для опредЬлешя истинной фигуры грани 145 совместимъ ее съ Н, вращая ее 
налево вокругъ следа 14, перпендивудярнаго къ V. При этомъ точка 5 этой грани 
опнтнегъ въ пространстве кругъ, проектирующийся на V безъ исважетя. Совме­
щенное положение 50, точки 5 определится, какъ пересечете двухъ яптй: г>50_|_14 
и бо'баХ ОХ, при чемъ 5,'1' = 1'5'. 

Треугольникъ 1450 и является истинной фигурой грани 145. 
Для определения истиннаго вида грани 1265 совмещав мъ ее съ Ж, вращая во­

кругъ 12. При этомъ точки 5 и 6 будутъ двигаться по лингямъ 56, и 66п перпвв* 
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дикулярнымъ къ 12. После же совмещешя длина реберъ 15 п 26 должна проектп-
роваться на Н безъ искажения. Но длина этих* реберъ равна отрезку 1о0. 

Засъкая п и т ю 55, дугою изъ центра 1 радиуса 150, иолучимъ совмещенное по-
.тожеше 5, точки б. Лишя 56х пойдетъ параллельно 12 до пересечения съ 66[ въ 
точке 6̂  

ТрапепДя 126151 и будетъ являться истиннной фигурой грани 1256. Найдемъ на 
ней истинный видъ треугольника ЕЕЕ примыканИя малой крыши. 

Проведемъ въ грани 1256 черезъ точку X) горизонталь, которая пересъчетъ 
ребро 15 въ точкъ V, Ь. При совмещении точка И заиметь положение Л„ а горизон­
таль пойдетъ по лиши ^(11 параллельной 12. Точка пересъчешя съ Мг _|_ 12 
и опредълитъ совмещенное положение с11 точки 1). Соединяя (Г, съ } и е, получпмъ 
пстиный видъ /<2,е треугольника ЕЮхЕ примыканИя малой крыши къ большой. 

Построимъ теперь истинный фигуры боковыхъ граней малой крыши. 
Совместимъ грань ВЕВС съ Н, вращая ее вокругъ Ье. При этомъ точки (I и с 

будутъ двигаться по лин1ямъ перпендикулярнымъ къ Ье. Центромъ вращения точки 
сС будетъ сл. Величина радИуса вращенИя точки (I равна гипотенузе а"0сл треуголь­
ника М0сл у котораго катетъ <М0 = Ша — возвышению точки В надъ центромъ Сл 

Откладывая с^йа =г а"йсл, получимъ совмещенное съ II положение йг точки аГ. Поло­
жение точки с, определится, какъ пересечение липш сс1 _\_Ье и <?2с, || Ъе. Фигура 
Ье^с, даетъ истинный видъ грани В ЕЕ С. 

Истинный видъ грани АЕНС определяемъ подобнымъ ше образомъ, для чего 
проводимъ dd3_[_af ж откладываемъ еа ё3 = с^ (1е. Далее проводимъ й^Ца/ до пе­
ресечения съ сс2 а/. Фигура а/<Г3с2 и будетъ искомой. 

§ 11. ПерешгЬна плоскостей проекций. 

а) Общгя почятгя. 

При пользовании методомъ вращешя фитуръ, мы предполагали, что 
плоскости проекщй находятся въ неизменномъ положении. Для того же, 
чтобы фигура проектировалась на одну изъ этихъ плоскостей безъ иска­
жения, мы вращали самую фигуру. 

Однако, того же самаго результата мы могли бы достичь, не двигая 
фигуры, а меняя плоскости проекпдй такъ, чтобы данная фигура проек­
тировалась на новую плоскость проекщй безъ искажен1я. 

Наприм^ръ, на чертеже 164, показанъ квадратъ АВОВ, плоскость 
котораго перпендикулярна къ И, но не параллельна V. Поэтому квадратъ 
проектируется на V съ искажешемъ. Если же мы спроектируемъ его на 
плоскость В, параллельную плоскости квадрата, то на эту плоскость 
квадратъ будетъ уже проектироваться безъ искажения. 

При замене одной изъ старыхъ плоскостей проекщй новою, необхо­
димо последнюю выбирать перпендикулярной къ оставляемой старой 
плоскости проекщй, напримеръ (черт. 164), при замене плоскости V 
новой Д последняя должна быть перпендикулярна къ Н. Этого пра-. 
вила необходимо придерживаться потому, что тогда и для новой пары 
плоскостей проекщй ( Я и В) сохранятся въ силе все теоремы и вы­
воды, которые были приведены ранее. 
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ЛЕШЯ евчешя новой плоскости проекщй съ оставляемой старой на­
зывается новою осью проекщй и обозначается буквами 0 , Х , , причемъ 
если эта ось одна, и получилась при замене одной изъ старыхъ пло-

н 
Черт. 164. 

скостей V или Л проекщй новою, то внизу буквъ ставятся цифра 1. 
Если же приходится кроме V менять еще и Л, то вторую ось обозна­
чают^ буквами ОгХ2 и т. д. 

Разсмотримъ сначала рядъ случаевъ, когда приходится менять одну 
плоскость проекщй, а зат^мъ перейдемъ и къ случаю перемены обеихъ 
плоскостей проекщй. 

Ь) Деремтьна одной плоскости проекщй. 

Пусть дана въ пространстве точка А (черт. 165) и показаны ея орто-
гональныя проекщй о' и а на плоскости V и Л. 

Черт. 165. 

Проведемъ новую плоскость проекщй В, перпендикулярную Л, и 
заменяющую V, и пусть проекщей точки А на й будешь точка с , ' . Не-
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трудно видеть, что разстояше новой вертикальной проекщи а / точки А 
на В отъ новой оси равно разстоянпо старой вертикальной про­
екции а' отъ старой оси ОХ, т. е. а / а 0 1 ' = а'а0. 

Плоскость В называется новой вертикальной плоскостью проекцш, 
а точка а / называется новой вертикальной проекцгей точки А. Обо­
значается эта точка малой буквой того же наименования съ двумя знач­
ками справа—внизу и вверху. 

При разстановкъ- буквъ, обозначающихъ новую ось, будемъ придер­
живаться следующего правила: 

Предположимъ, что на передней поле В слева стоить зритель и смо-
тритъ на верхнюю полу В; тогда левый конецъ оси долженъ быть обозна-
ченъ буквою О,, а правый—X,. Откинемъ теперь верхнюю полу по на­
правлений отъ зрителя, т. е. вправо назадъ до совпадений съ В. Тогда, 
по свойству ортогональныхъ проекций, точка о / упадетъ на Л и располо­
жится на лиши а а / перпендакулярной къ О, Хх, при чемъ растояше 
«„,«,' останется равнымъ 
а0а'. На черт. 166 ГБ же ^ ^ ^ ^ ^ \ 
построения показаны въ | а, \ 
проекцияхъ. / \ - --- ' '1 \ 

Черт. 166. Черт. 167. 

На чертеж^ 167 показанъ случай замены Н плоскостью В, перпен­
дикулярной къ V. Плоскость Я называется новой горизонтальной пло­
скостью проекцгй. 

Проекцией точки А на эту плоскость будетъ точка а х , которая назы­
вается повой горизонтальной проекцгей точки А и обозначается малой 
буквой того же наименовавдя со значкомъ справа внизу. Совместимъ те­
перь В съ V, вращая В вправо вокругъ линии сечешя В съ V. Пред­
полагая опять, что зритель стоить на передней поле новой горизон­
тальной плоскости .В, находится въ томъ же углу, где и точка А и 
смотритъ на V, мы обозначимъ новую ось буквами 01Х1 при чемъ О, 
расподожимъ, какъ и раньше, слева отъ зрителя, а X,—справа. 
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При совмещении В съ V точка ах расположится на линии а'а,, пер­
пендикулярной къ 01Х1,ъъ разстоянш отъ ОхХх а01'ах равномъ а0а — а'А, 
т. е. въ разстоянш, равномъ удалешю самой точки А отъ плоскости V. 

На черт. 168 тЪ же построения показаны въ проекщяхъ, при чемъ 
ао1'ах — а0а и а'ах _|_ ^и-^и-

Применимъ методъ перемены плоскости проекщи къ реппешю сле­
дующей задачи: Данъ отрезокъ АВ прямой лиши. Определить его истин­
ную величину (черт. 169). 

Черт. 168. Черт. 169. 

Проведемъ черезъ АВ новую плоскость проекций В, перпендикуляр­
ную къ Л. Тогда на В отрезокъ АВ будешь проектироваться въ нату­
ральную величину. Следъ же ВЪ плоскости Л совпадешь съ горизон­
тальной проекцией аЪ и будешь служить новой осью проекции. Совме-
стимъ В съ Н, вращая В вокругъ новой оси вправо. Тогда новая ось 
должна быть обозначена такъ, какъ показано на черт. 169. 

Кроме того символъ £ обозначаешь, где расположены верхняя пола 
В и передняя пола В. 

Возстановляемъ изъ а и Ъ перпендикуляры къ ОхХ1 и огкладываемъ 
на нихъ вправо отрезки аах' = а0а! и ЪЪХ' — Ъ0Ъ'. 

Соединяя точки а,' и 61', подучимъ истинную длину «,'£>,' отрезка 
АВ. Заметимъ, что отрезки аах' и ¿ 6 / мы откладывали вправо потому, 
что справа расположилась верхняя пола В. Самъ же отрезокъ АВ ле­
жишь выше И и, следовательно, проектируется на верхнюю полу всякой 
плоскости, въ томъ числе и В, перпендикулярной къ В. 

На черт. 170 верхняя пола В откинута влево; поэтому и нроекщя 
а г ' 6 , ' расположились слева отъ 0 , Х , , точно также и буквы, обозначающая 



§ и . ПЕРЕМъНА ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКЦ1Й. 95 

концы новой оси изменили свое расположение, слева О,, справа X , . 
Это показываетъ, что верхняя пола В отбрасывается всегда отъ зрителя, 
стоящаго на В. 

На черт. 171 та же задача решена заменой плоскости В новой гори­
зонтальной Д причемъ передняя пола плоскости В откинута вправо. Зри­
тель, который предполагается всегда стоящимъ на 
передней поле, увидитъ слева отъ себя конецъ оси 
Ои а справа—X,. Такъ какъ точки А и В въ си¬

у 
стеме тт располагаются передъ V, то въ системе 

н онЬ спроектируюгся на 
переднюю полу В, т. е. рас­
положатся справа отъ 0 ,Х, , 
какъ показано на черт. 171, 
причемъ 

а а, = а0а; Ь'Ь, М -

Черт. 171. 

На черт. 172 опять ре­
шена та же задача, причемъ 
передняя пола плоскости В 

откинута вл^во. Поэтому, для зрителя, стоящаго на этой поде, левый 
конецъ новой оси будетъ обозначенъ буквой 01У а правый—буквою X , . 
Новыя горизонтальный проекщи о,6, точекъ расположатся теперь слева, 
какъ и показано на чертеже. 

г ь" ь. 
° Н ; 1 

а 
Черт. 172. Черт. 173. 

Предположимъ теперь (черт. 173). что дана плоскость Р ея следами 
въ системе ^ . Заменимъ плоскость В новой горизонтальной плоскостью 
В, перпендикулярной къ V, и построимъ следы плоскости Р въ системе 
^ , при чемъ переднюю полу плоскости В откинемъ вправо. 
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Новою точкою схода слйдовъ будетъ служить точка п', и, пересечения 
сл^да Рг? съ новою осью 01Х1. 

Для нахождешя новаго горизонтальнаго следа плоскости Р доста­
точно найти хотя бы еще одну его точку. Таковою можетъ служить 
точка К (к, к') пересечения следовъ Вк и Вк, какъ заведомо принадле­
жащая обеимъ плоскостямъ Р и В. Въ пространстве следъ Вк перпен-
дпкуляренъ къ Вю, такъ какъ В _|_ V. После совмещения В съ V, следъ 
Вк найдетъ по лиши Вкх, перпендикулярной къ Ш, и точка к придетъ 
въ точку кх, причемъ к'к = кхк'. 

Соединяя ¿1 съ пи найдемъ искомый новый горизонтальный следъ Р г 
у 

плоскости Р на плоскости В въ системе „ • 

Черт. 174. Черт. 175. 

Въ некоторыхъ случаяхъ, при перемене плоскости проекций, бываешь 
выгодно новую плоскость проекщй расположить параллельно старой. 
Напримеръ, на чертеже 174 проведена новая горизонтальная плоскость 
проекция И1 параллельно И, и показаны новыя горизонтальный проекцщ 
точки А, прямой ВС и новый горизонтальный следъ плоскости Р . При 
такой замене все горизонталъныя проекщй точекъ отодвигаются отъ 
старой оси на величину разстояшя новой плоскости Лх отъ старой Н. 
Такая перемена плоскости проекщй иногда бываешь полезна, если гори­
зонтальная, и вертикальная проекции какого-нибудь предмета налегаюгь 
одна на другую, и желательно для наглядности изображения отодвинуть 
ихъ другъ отъ друга. На чертеже 175 показаны въ проекщяхъ те по­
строения, которыя на черт. 174 изображены въ пространстве. 
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Боковой ф д с д д ъ 

Черт. 176. 

Аналогичный построетя получатся, если плоскость V заменить ей 
параллельною. 

ь ' с' 

На практик'! часто пользуются методемъ перемены плоскостей про­
екщй для изображешя боковыхъ видовъ или профилей разныхъ предме-

Н. Рынвяъ. 7 
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товъ. Наприм^ръ, на черт. 176 показаны проекщи дома на V и Л" или, 
какъ ихъ называютъ, главный фасадъ и планъ. Проектируя же домъ на 
профильную плоскость W, перпендикулярную и къ V и къ И, полу-
чимъ на W изображете бокового фасада дому. Плоскость W совм'Б-
ицаемъ съ V, вращая ее вокругъ ея вертикальнаго следа, который бу-
детъ служить новой осью проекщи ОгХг 

Задача М 17. 
На чертежв 177 изображена часть насыпи желъзнодорожнаго полотна, ось ко-

тораго параллельна Н. Определить профиль, т. е. фигуру нормальнаго съчешя 
насыпи. 

Ртъшете. ЭДъняемъ плоскость проекщи V на новую й, которую выбираемъ 
перпендикулярно къ Я" и къ оси полотна. Тогда на эту плоскость профиль на­
сыпи спроектпруется безъ искажения. Откидываемъ верхнюю полу В вправо, обо¬

й 
значая новую ось буквами ОхХи или символомъ = . Проектируемъ точки A, B,C,D 

профиля на В, откладывая 
Щ' = ceL' — е0с'. 

Соединяя между собою полученныя точки, нолучимъ искомый профиль аЬ1'с1'<?. 

с) Верелиьна двухъ плоскостей проекщй. 

Иногда, при опредьлеши истинной величины какого-нибудь геометри-
ческаго элемента или для получешя нагляднаго изображения предмета 
бываегь необходимо переменить не одну плоскость проекщй, а две. 

Въ этомъ случае перемена производится последовательно, сна­
чала заменяютъ одну изъ старыхъ плоскостей проекщй, напримеръ, V, 
новой В, перпендикулярной къ оставляемой старой, т. е. къ В. ЗагЬмъ 
меняютъ вторую старую плоскость проекщй, въ данномъ случае В, на 
новую, перпендикулярную къ В. 

Выборъ новыхъ плоскостей проекщй определяется требованиями за­
дачи и условиемъ, чтобы каждая последующая плоскость проекщй была 
перпендикулярна къ одной изъ предыдущихъ. 

Разсмотримъ, какъ располагаются и определяются проекщи точки при 
перемене двухъ плоскостей проекщи. 

Пусть дана точка А и показаны ея проекщи а и а' въ системе 
~ (черт. 178). 

Заменимъ плоскость V новой вертикальной В, перпендикулярной къ 
В, и пусть проекция точки А на В будетъ ах'. 

Очевидно 
Й 0 , ах' = Аа = ом'. 

Проведемъ теперь плоскость Р , перпендикулярную къ В, и примемъ 
ее за новую горизонтальную плоскость, заменяющую Н. Пусть проекщя 
точки А на плоскость Р будетъ а,. 
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Для перехода отъ пространственнаго изображешя къ плоскому не­
обходимо последовательно совмещать В съ В и Р съ В. 

Черт. 178. 

Такимъ образомъ мы будемъ последовательно переходить 

отъ системы ^ къ системе j| f' 

1С 

я 
р 
Ё 

Первою новою осью будетъ 
служить литя 0 ,Х Х сечешя В 
съ Н, т. е. горизонтальный слвдъ 
Вк плоскости В. 

Совместимъ В съ Н, вращая 
верхнюю полу В влево (черт. 179). 

Новая вертикальная проекщя 
точки А будетъ лежать на пер­

пендикуляре опущенномъ изъ а 
на 01Х1 по другую сторону оси, 
такъ какъ точка А лежать выше 
И и проектируется на верхнюю 
полу В, а эта пола нами откинута 
влево. Черт. 179. 

Находит въ системе ^ проекщи лиши ВС сечешя Р съ В. Эта 
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Черт. 180. 

лишя будетъ служить второю осью. Проводимъ сс / J_01X1 и отклады-
ваемъ сс / = сс'. Лишя йс/ и будетъ второю осью проекщй. Откиды-
ваемъ переднюю полу Р вверхъ. При такихъ услов1яхъ зритель, стояпцй 
на этой поле увидитъ слева отъ себя конецъ 0 2 оси, а справа Х2. Но­
вая горизонтальная проекщя точки А будетъ лежать на перпендикуляре 

къ 02Х2, опущенномъ изъ а / . Такъ какъ въ системе н т о ч к а А лежала 

передъ В, ,то, следовательно, она 
спроектируется на переднюю полу Р, 
которая нами откинута вверхъ. 

Поэтому новая горизонтальная про­
екщя Й , расположится сверху оси 02Х1 

и въ разстояши отъ нея а02а1 равномъ 
aa0t, т. е. разстоянш точки А до В. 

Разсмотримъ примънеше этого метода 
на нътколькихъ примерахъ. 

Дана прямая АВ (черт. 180). Пере­
менить плоскости проекщй такъ, чтобы 
она спроектировалась въ точку. 

Для решешя задачи меняемъ пло­
скости проекщй следующимъ обра-

V V зомъ: отъ системы ^ переходимъ къ системе , при чемъ В выбираемъ 

перпендикулярно къ V и параллельно АВ. Строимъ новую горизонталь­
ную проекщю а1Ь1 прямой, откидывая переднюю полу В тЪно и откла-

у 
дывая й 0 1 'й, = йй0 и атах=аа0. Отъ системы ^ переходимъ къ системе 

р , при чемъ Р выбираемъ перпендикулярно къ В и АВ. При такихъ 

услов1яхъ прямая АВ спроектируется на Р въ виде точки. 
Откидываемъ верхнюю полу Р влево; такъ какъ точки А и В въ си­

стеме jg лежали выше В, то оне спроектируются на верхнюю полу Р, 
т. е. слева; откладывая a 0 j a / —a0i а', получимъ точку а / й / , искомую 
проекщю прямой АВ. 

На чертеже 181 показанъ примеръ решешя следующей задачи. Дана 
плоскость Р и въ ней горизонталь ВС. Перейти къ новой систем* пло­
скостей проекщй, изъ которыхъ одна была бы плоскостью Р. 

Для решешя задачи проводимъ промежуточную плоскость В перпен­
дикулярную къ Я" и къ Р; при этомъ ВЪ будетъ перпендикулярно къ 

у 

РЪ, a Bv ОХ. Переходимъ последовательно отъ системы ^ къ си­

стеме н и далее къ ^ . 
Принимаемъ следъ ВЪ за первую новую ось OtXu откидываемъ 
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верхнюю полу В вправо и строимъ въ системе н новую вертикальную 
проекщю й / е / горизонтали, которая, будучи параллельной РА, т. е. пер­
пендикулярной къ В, спроектируется на Л въ видь точки. 

а' 

Черт. 181. 

Черезъ эту точку, и черезъ новую точку схода слътювъ N долженъ 
пройти слъ\дъ Р г плоскости Р на В. 

Очевидно лишя Р г пройдетъ и черезъ точку а / , проекщю на 22 точки 
А переевчешя слгЬдовъ Bv и Pv. 

Принимаемъ лишю Рг за новую вторую ось 02Х3 и откидывает, 
переднюю полу В внизъ. Такъ линия ВС въ системе ^ лежала на пе­
редней ПОЛБ Р , то ея новая горизонтальная проекция расположится подъ 
осью 02Х%. 

Откладываемъ схсх = сс0 и йй/ = с 0й. Линк Ъхсх и будетъ про­
екцией ВС на плоскость Р въ системе^ . 

Решимъ такую задачу (черт. 182). 
Дана пирамида SABC. Переменить плоскость проекцш такъ, чтобы 

основаше АБС и высота пирамиды въ новой системе проектировались 
безъ искажешя. 

Для того, чтобы высота пирамиды проектировалась безъ искажешя, 
необходимо, чтобы плоскость проекщй была перпендикулярна къ осно­
ванию ЛВС пирамиды. Для того же, чтобы основаше ABC проектиро­
валось безъ искажешя, плоскость проекцш должна быть параллельна осно­
ванию, или совпадать съ нимъ. 

Обозначимъ плоскость проекцш перпендикулярную къ ABC черезъ В, 
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а самую плоскость ЛВС черезъ Р. Итакъ, мы им^емъ систему д , въ 
которой требуемые элементы будутъ проектироваться безъ искажения, 
причемъ jR_j_P. 

Проводимъ въ плоскости ЛВС горизонталь ЛМ и выбираемъ пло­
скость В перпендикулярной къ этой горизонтали. При такпхъ услов1яхъ 
плоскость В будетъ перпендикулярна къ Я и къ ЛВС. Очевидно, что 
основаше ЛВС спроектируется на В въ прямую лишю. 

с ' 

Черт. 182. 

Переходимъ отъ системы ^ къ системе -д, откидывая верхнюю полу 
В вправо. 

Новыя вертикальныя проекщи пирамиды будутъ я/6, 'с , 'в/ . Разстоя-
ше /г точки в / до линш 6,'с,' и будетъ выражать высоту пирамиды. 

Принимаемъ лишю &,'с,', какъ лишю съчешя плоскостей Р и В за 
вторую новую ось 02Х% и откидываемъ переднюю полу Р вправо вверхъ. 
Строинъ новую горизонтальную проекщю ахЪхсх основания ЛВС(а1'а1=ао1а, 
Ъ^Ъ^—Ъ^Ь и т. д.). Фигура агЪхсх и даетъ истинный видь осно­
вашя ЛВС. 

На черт. 183 решена следующая задача: 
Определить уголь между двумя не параллельными и не пересекаю­

щимися лишями ЛВ и СВ. 
Для решентя задачи нроведемъ черезъ точку Л линию ЛМ, парал-



§ и. ПЕРЕМъНА ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКЩЙ. 103 

лельную CD, и будет, определять уголъ ЖАВ, который одинаковъ съ 
угломъ между линиями AB и CD. Задача сводится къ тому, чтобы спро­
ектировать плоский уголъ ЖАВ на плоскость параллельную ему, или же 
перейти къ такой системе плоскостей проекции, въ которой одною изъ 
плоскостей была бы плоскость угла ЖАВ. 

Подобная задача была уже решена на черт. 182. Решаемъ нашу за­
дачу подобнымъ же образомъ: 

а* 

Черт. 183. 

Проводишь въ плоскости угла ЖАВ горизонталь ВЖ и выбираемъ 
первую новую плоскость проекщй В перпендикулярной къ ВЖ. Строимъ 
новую вертикальную проекцию от/а/б/ угла ЖАВ въ системе ^ . Оче­
видно, уголъ ЖАВ спроектируется въ прямую лпшю. Принимаемъ эту 
лишю за вторую новую ось 02Х1 и строимъ новую горизонтальную 
проекцию »»,«!&, угла въ системе-д, где В есть плоскость угла ЖАВ. 

Уголъ т1ахЬ1 и будешь равенъ искомому углу между линиями АВ 
и СВ. 

Задача X 18. 
V 

На черт. 184 показаны проекщй врубки деревяннаго бруса въ систем*. • 
Такъ какъ это изображение недостаточно наглядно, то требуется построить проек­
цию того же бруса на плоскость Р, наклонную и къ Н и къ V. 
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Рлшете. 
V .. Для перехода отъ системы — къ новой, въ которой одной изъ плоскостей 

проекщй была бы плоскость Р, проводимъ промежуточную плоскость В 1 Н 
И ± Р . 

Строимъ въ системъ •= новую вертикальную проекщю бруса, откидывая 
верхнюю полу В влъво внизъ. На чертежЬ между прочимъ показано построение 
точки а / (а/а,,, = а„а'). Въ этой же системъ строимъ слъдъ Рг плоскости Р на В, 
для чего проводимъ т т / _[_ Й̂Л и откладываемъ тот,' = тот', гдъ точка М является 
точкой пересечения елъдовъ й» и Pv. Соединяя точку тг' съ новой точкой схода 

Черт. 184. 

елъдовъ я, получимъ слъдъ Рг, который и принимаемъ за вторую новую ось 02ЗГ3. 
Откидываемъ переднюю полу Р вверхъ влъво и строимъ новую горизонтальную 
проекщю бруса (наггримъръ, о 0 2а' = аа01; = Ь6,' и т. д.), которая даетъ нагляд­
ное изображение формы врубки. 

§ 12. Пересьчеше многогранниковъ. 

Прежде чт51гь перейти къ решению задачи на пересечете многогран­
никовъ другъ съ другомъ, необходимо уметь решить три задачи въ сле­
дующей последовательности: 
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Найти точку пересечения прямой лиши съ плоскостью. 
Построить линию сечешя многогранника съ плоскостью. 
Построить точки пересечения многогранника съ прямою лишен. 
Решете первой изъ этихъ задачъ уже было приведено нами ранее 

(теорема 13, стр. 53). 
Поэтому переходимъ къ решешю двухъ другихъ задачъ. 

а) Дерестете многогранника съ плоскостью. 

Эту задачу можно свести къ задаче на пересечете лиши съ пло­
скостью. Действительно, если мы найдемъ все точки, въ которыхъ ребра 
многогранника пересекаютъ данную плоскость, и последовательно соеди-
нимъ ихъ между собою, то мы и получимъ искомую линго сечешя. 

4 

Черт. 186. 

Проследимъ решеше этой задачи на примерахъ. 
Даны: пирамида в ЛВС и плоскость Р. Найти линш ихъ сечешя 

(черт. 185). 
Для решетя этой задачи находимъ последовательно точки пересе­

чения реберъ в А, вВ и БС пирамиды съ плоскостью Р. 
Для определения точки пересечения ребра в А съ Р проводимъ черезъ 
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8 А плоскость В ±_ V и находимъ линш 12 съчешя В съ Р ; точка Ж 
пересвчешя 12 съ АВ и будетъ искомой. 

Для опредЬлешя точки пересъчешя ребра 80 съ Р проводимъ черезъ 
5 С плоскость ф В и находимъ лишю 34 съчешя ф съ Р. 

Точка Л" пересъчешя лишй 34 и 80 и будетъ искомой. 
Для оиредБлешя точки пересъчешя ребра вВ пирамиды, которое 

случайно задано профильнымъ, съ плоскостью Р, перемънимъ плоскость 
проекцн'й V на новую В, перпендикулярную къ И и къ Р, спроектируемъ 
лишю вВ на В и найдемъ слъдъ Р на В въ систем* ^ • 

Такъ какъ Р _]_ В, то точка пересьчешя й /в / съ Р г будетъ но­
вой вертикальной проекцией точки пересъчешя 5Р> съ Р . Переносимъ 

V 
точку г х ' въ систему ^ и соединяемъ между собой полученныя точки 
М, N и Т. Линия МЫТ и будетъ искомой лишей сЬчешя пирамиды 
съ плоскостью. 

Даны: призма АВСВКРОВ и плоскость Р | | ОХ. Найти лишю ихъ 
съчешя (черт. 186). 

Мъняемъ плоскость V на В ОХ и строимъ проекцию призмы и 
слъдъ плоскости Р на плоскости В. Такъ какъ Р В, то линия стече­

ния призмы съ Р спроектируется на В въ линию, совпадающую съ Рг. 
ОтмЬчаемъ въ проекции на В точки тх', и / , г,' пересЬчения реберъ призмы 
съ Рг п переносимъ ихъ въ систему . Кромъ того, въ систем* „ 
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замъчаемъ точки 0 и 5 пересечения контура основания призмы съ слъ-
домъ РЬ. 

Линия ОМТЫЗ и будетъ искомой. 

Ъ) Лересгьченге многогранника съ прямой литей. 

Эта задача сводится къ задач* на пересечете многогранника съ 
плоскостью. 

Действительно, проведемъ черезъ данную прямую какую-нибудь пло­
скость и найдемъ линию сечения этой плоскости съ многогранникомъ. 
Точки пересечений найденной лиши 
съ данной прямой и будутъ иско­
мыми. 

Разсмотримъ применение этого 
метода на примерахъ. 

Дана наклонная призма СВЕЕОВ 
и прямая АВ (черт. 187). Найти точки 
ихъ пересечения. 

Проведемъ черезъ АВ плоскость 
ф перпендикулярную къ V; при этомъ 
0_р сольется съ а'Ь'. Найдемъ точки 
1, 2 и 3 пересечения реберъ СВ, ЕР 
и 6г1Г призмы съ плоскостью 
Лиши 12 и 13 будутъ служить ли-
шями сечения граней призмы СВЕР 
и СВОЕ съ плоскостью Точки 
же М и N пересечений данной Л И ­
Ш И А В съ ЛИНИЯМИ 12 и 13 п бу­

дутъ ИСКОМЫМИ. 

Ту же задачу можно решить и 
иначе. Проведемъ черезъ АВ плоскость Р, параллельную ребрамъ СВ, 
6Ж, ЕР призмы. 

Для опредьлетя плоскости Р достаточно черезъ точки А и В про­
вести лиши АК и ВВ, параллельныя ребрамъ призмы. Соединяя гори-
зонтальныя следы К я В этихъ лишй, получимъ горизонтальный еледъ 
РК вспомогательной плоскости Р. Следъ этотъ пересекаешь основание 
СЕС призмы въ точкахъ 4 и 5. Проводимъ черезъ эти точки лиши 42У 
и МЪ параллельныя ребрамъ призмы. Эти лиши будутъ, очевидно, 
являться линиями сечешя плоскости Р съ призмой. 

Точки М ж N пересечения этихъ лишй съ АВ ж будутъ искомыми. 

Черт. 187. 
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Дана пирамида SDCE и профильная лишя АВ (черт. 188). Найти 
точки ихъ пересъчетя. 

а' ,_ 

X, 

Черт. 188. 

Проведемъ черезъ АВ профильную плоскость и отмътимъ въ систем* 
^ точки 1, 2, 3 пересЬчешя этой плоскости съ ребрами пирамиды. Иско­
мыми точками будутъ, очевидно, служить точки пересьчешя лиши АВ 
съ ломаной лишей 123. 

V 
Для нахождешя этихъ точекъ перейдемъ отъ системы ^ къ систем* 

а 
•д:, причемъ В выбираемъ параллельно упомянутой профильной плоскости. 
Строимъ въ проекцш на В с*чеше 123 и линiю АВ. Точки п / и от/ 
перес*чен!я съ 1/2/ и съ 2 / 3 / и будутъ проекциями искомыхъ 
точекъ. 

у 
Остается ихъ лишь перенести въ систему ^ * 

с) Переаъчете многогранниковъ друъъ съ другомъ. 

Эта задача основывается на предыдущихъ, и для р*шешя ея посту-
пають сл*дующимъ образомъ: 

Находятъ сначала точки пересЪчешя реберъ одного т*ла съ гранями 
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другого, затБмъ реберъ второго съ гранями перваго, и полученныя точки 
последовательно соединяютъ другъ съ другомъ. 

Для облегчешя решетя этой задачи рекомендуется придерживаться 
такого плана: 

1) Опредълеше сначала видимыхъ частей каждаго й л а въ ОТДЕЛЬ­

НОСТИ, независимо отъ другого и вычерчивание видимыхъ реберъ сплош­
ной чертой, а невидимыхъ—пунктиромъ. 

• 2) Опредълеше такихъ реберъ каждаго тела, которыя заведомо не 
пересекаютъ граней другого. 

3) Определение точекъ пересечешя реберъ перваго тела съ гранями 
второго. 

4) Определений точекъ пересъчеиня реберъ второго тела съ гранями 
перваго. 

5) Последовательное соединение между собою найденныхъ точекъ. При 
этомъ соединяются другъ съ другомъ те точки, которыя лежать на однехъ 
и ШБХЬ же граняхъ каждаго тела. Лиюя, соединяющая эти точки и 
будешь лишей сечешя многогранниковъ. 

6) Определите видимости линия сечения. Видимыми частями этой ли­
ши въ каждой проекщи будутъ те, которыя принадлежать пересекаю­
щимся видимымъ въ этой проекции гранямъ обоихъ шЬлъ. Если же въ 
какой-нибудь проекции хотя бы одна изъ граней будешь невидима, то и 
лищя сечешя, лежащая въ этой грани, будетъ невидима. 

7) Окончательное определений видимости пересекающихся тЬлъ. При 
этомъ следуешь иметь въ виду, что ребра одного тЬла, лежапця внутри 
другого, будутъ невидимыми. 

Просл$димъ решение задачи на пересечете многогранниковъ другъ 
съ другомъ на несколькихь примерахъ. 

Даны две пирамиды 8АВС и ТРОП (черт. 189). 
Найти лиши ихъ сечетя. 
Определивъ видимость каждой пирамиды въ отдельности, какъ это 

было уже объяснено ранее (§ 8, стр. 60), выяснимъ, какия ребра каждаго 
тела заведомо не пересекаютъ граней другого. Къ таковымъ ребрамъ 
принадлежать шв, проекции которыхъ на V или на И лежать вне кон­
тура проекщи на ту же плоскость другого тела. 

Въ нашемъ случае таковыми ребрами являются 8А, ЭВ, АВ, АС, 
ВС, ВО, ВР, ОР. Следовательно, можешь идти речь о нахождении то­
чекъ пересеченна ребра вС съ пирамидой ТРОВ и реберъ ТО, ТВ и 
ТР съ пирамидой 8АВС. 

Однако, нетрудно заметить, что ребро ТР не пересекаешь граней пира­
миды в АБС, такъ какъ точка 9 его лежишь выше точки 10 ребра 5С и въ тоже 
время ребро ТР яе пересекаешь основание АБС внутри контура последнего. 
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Остается, следовательно искать пересечение реберъ TQ и ТВ съ гра­
нями пирамиды SABC и ребра SC съ гранями пирамиды TPQB. 

Такъ какъ tq лежитъ вне контура asb, a t'q'—вне контура а'с'Ь', то 
ребро TQ можетъ пересекаться лишь съ гранями SAC и SB С. Для 
определешя этихъ точекъ пересечешя проводимъ черезъ TQ плоскость 
перпендикулярную къ Н и находимъ лишю 123 сечешя ея съ SAC и 

г' 

с 
"Черт. 189. 

S В С. Точки В и Е пересечения ребра Tty съ лишями 12 и 23 и бу­
дутъ служить точками пересечешя ребра TQ съ пирамидой S ABC. 

Подобнымъ же образомъ находимъ и точки F и G пересечения ребра 
ТВ съ пирамидой S ABC и точки B a l пересечешя ребра S С съ пи­
рамидой TPQB. 

Остается теперь соединить между собой полученныя точки. 
Точки D и F лежать на грани SAC и на грани TQB: поэтому 

соединяемъ ихъ другъ съ другомъ. При этомъ ливш df проводимъ 
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сплошной чертой, такт, какъ об* грани SAC и TQR видимы, если 
омотръть на Л. Наоборотъ. вертикальная проекция d'f будетъ вычерчена 
нунктиромъ, такъ какъ DF лежитъ на невидимой грани TQR. если 
смотреть на V. 

"Черт. 190. 

Руководствуясь подобными же соображениями, соединяемъ между со­
бою остальные точки и получаемъ искомую линию Т>РИ&Е1Ъ свченхя 
двухъ пирамидъ. 

На черт. 190 ГБ же пирамиды изображены съ показатель лишь ви-
димыхъ частей вхъ. 

Ръгпимъ теперь задачу на пересЪчеине двухъ пирамидъ несколько 
инымъ способомъ, именно, будемъ проводить вспомогательный плоскости 
черезъ каждое ребро не перпендикулярно на плоскости проекций, а такъ, 
чтобы В С Е эти плоскости проходили черезъ лишю, соединяющую вер­
шины пирамидъ. 

Этотъ способъ удобно применять тогда, когда основания пирамидъ 
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лежать въ одной плоскости, а лишя вершинъ эту плоскость пересъ-
каеть. 

Пусть, наприм^ръ, даны дв* пирамиды 8 ABC и TPQR (черт. 191), 
стоящдя на Н, требуется построить линш ихъ съчешя. 

Черт. 191. 

Соединяемъ вершины 8 п Т а находимъ горизонтальный слътгь V 
лиши 5Г . Проведемъ черезъ линш 5 Т и ребро 8А плоскость Л г

1 , го-
ризонтальнымъ слЪдомъ этой плоскости будешь лишя, соединяющая 
точки а и и, и находимъ точки 1 и 2 пересЬчешя сторонъ РО и ВР 
съ Ыкг 

Лиши Т\ и Т2 , соединяюпця точку 5 съ точками 1 и 2, будутъ 
служить лишями съчешя граней ТРО и ТВО пирамиды съ плоскостью 
Л" 1 5 а точки Б ж О пересьчешя лиши 8А съ лишями Т1 и Г2 будутъ 
служить точками перееЬчешя ребра 8А съ гранями ТРО и ТВО. 

Подобнымъ же образомъ находимъ и точки Е и И пересъчешя ребра 
8С съ гранями ТРО и ТОВ, для чего служить вспомогательная пло­
скость 2У2 и лиши ТЗ и 7/4. Наконецъ, находимъ точки Р и 7 пере­
съчешя ребра &В съ гранями ТРО и Т.йф, для чего служить вспомо­
гательная плоскость Кй и лиши Г5 и Г 6. Соединяя между собой точки 
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D, Е, F и G, Н, I получимъ лишю GHI входа въ пирамиду TPQR и 
лишю DEF—выхода изъ нея пирамиды SABC. 

На черт. 192 показаны ОТДЕЛЬНО видимыя части объихъ пирамидъ. 

Даны дв* призмы ABODEF и GHIKLM стояпця на И. Построить 
лишю ихъ съчешя (черт. 193). 

Въ качеств* вспомогательныхъ плоскостей, которыя мы будемъ про­
водить черезъ ребра каждой призмы, выберемъ таюя, которыя были бы 
параллельны ребрамъ другой призмы. Найдемъ направление горизонталь-
ныхъ слъдовъ этихъ плоскостей. Для этого черезъ случайную точку О 
проведемъ лиши OU и OV, параллельныя ребрамъ призмъ. 

Соединяя горизонтальные слъды U и V этихъ лишй получимъ на-
правлеше Ph горизонтальныхъ слъдовъ упомянутыхъ плоскостей. 

Найдемъ теперь точки пересечения ребра Ml съ призмой ABCDEF. 
Проводимъ черезъ ребро Ml плоскость Р „ параллельную ребрамъ 

другой призмы. 
Н. Рышн». 8 

О X 

Черт. 192. 
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Горизонтальный сдъдъ Pht этой плоскости пройдетъ черезъ точку г 
параллельно Ph. Замъти мъ точки 1 и 2 пересвчеша РЬ1 съ ab и Ъс и 
проведемъ |лиши \N и 2S параллельно ребрамъ призмы ABCDEF. 
Лиши \N и 28 будутъ лишями сЪчетя плоскости P j съ гранями ABBE 

Черт. 193. 

и BCEF. Точки же N и # пересъчешя этихъ лишй съ ребромъ MI 
будутъ служить точками пересвчев1'я ребра MI съ призмой ABGDEF. 

Подобнымъ же образомъ находимъ точки W и В пересЪчешя ребра 
KG съ гранями AB DE и BCEF, для чего служить вспомогательная 
плоскость Р 2 И ЛИШИ 3W и 4-й-

Наконецъ, находимъ точки Q и Т пересвчешя ребра вф^съ гра­
нями KIGH и LMHI, для чего служить вспомогательная плоскость 
Р 3 и лиши 5Q и ВТ. 
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Соединяя последовательно полученныя точки, получаемъ искомую ли-
шю с-вчешя NTSRQW призмъ 

X 

Черт. 194. 

На черт. 194 показаны видимыя части пересекающихся призмъ. 

1) Существуетъ рядъ механическихъ способовъ, позволяющихъ довольно быстро, 
върно и безъ работы воображения соединять между собою полученныя точки, при­
надлежащая линш съченхя многогранников^. Мы этихъ способовъ здъсь не приво-
димъ, такъ какъ имъемъ въ виду необходимость для читателя развивать свое во-
ображете, не пользуясь упомянутыми механическими способами. Жедаюгще же 
могутъ однако вайти описайте этихъ способовъ въ слвдующихъ еочинетяхъ: 

1. Д . Анановъ. „Механичесюй способъ соединения точек* при пересъченш 
многранниковъ". СПБ. 1910. 

2. Е. Вricard. „Géométrie  Descriptive". Paris. 1911. Pg. 53. 
3. Locht-Labye. „Precis dn Cours de Géométrie  Descriptive". Liege. Prt. I. Pg. 100. 
4. S. Hausner. „Darstellende Geometrie". Leipzig ш а Th. I. St. 196. 
5. В . Sturm. „Elemente der Darstellenden Geometrie". Leipzig. 1900. St. 114. 
6. I. Badon Ghijben. „Gronden der Beschrijoende Meetkunde". Breda. 1906. Eerste 

deel 130. 
8* 
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Задача Л? 19. 
На чертежъ 195 даны проекцш трехъ крышъ: двухъ—двускатныхъ и одной— 

пирамидальной Построить лиюи 
ихъ съченИя. 

Рпшете. 
Опредъдяемъ лиши съченИя 

крышъ въ слъдующемъ порядка: 
Прежде всего находимъ пиши 

съченИя скатовъ двускатныхъ 
крышъ, т. е. четыре линИи типа 
М1. Затъмъ, имъя въ виду, что 
лъвая и правая грани пирамиды 
перпендикулярны къ V, нахо­
димъ точки 1 и 2 пересъчешя съ 
этими гранями конька ЛВ. Точки 
3 и 4 пересъчешя конька С1) 
расположатся на СБ такъ же, какъ 
1 и 2 на ЛВ. 

Точки 5 и 6 пересъчен!я 
реберъ пирамиды съ крышей 
С1)М]Я определятся на верти­
кальной проекцш точками 5' и 
6' пересъчешя проекций «'5' и 
вб' съ проекциями т'д,1 и п'<1' 
граней. 

Точки пересъчешя осталь-
ныхъ реберъ пирамиды съ дву­
скатными крышами расположатся 
симметрично съ точками 5 и 6. 
Точку 9 пересъчешя разжелобка 
М1 съ пирамидой можно опреде­
лить, вращая лигшо М1 и пира­
миду вокругъ оси последней до 
тЬхъ поръ, пока грань Ы'8 пи­
рамиды не станетъ _]_ V. Тогда 
линИя Ш1 расположится парал­
лельно V, и точка встречи М1 
съ ХХЭ будетъ 9'9. Поворачивая 

эту точку обратно, найдемъ ея положение 9, 9'. Остальныя точки, аиалогичныя 
точкв 9, расположатся симметрично съ ней относительно оси пирамиды на осталь-
ныхъ разжедобкахъ двускатныхъ крышъ. 

Соединяя между собой полученныя точки, получимъ искомую дивлю съченИя. 

Черт. 196. 

§ 13. Развертка поверхностей многогранниковъ-

При построении моделей различныхъ металлическихъ отливокъ, фа-
сонныхъ камней, сложныхъ деревянныхъ еопряжешй и т. п. часто бы-
ваетъ необходимо знать истинныя фигуры каждой грани модели, чтобы 
по этой фигуре построить шаблонъ грани. 
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Для опредЬлетя ис'тинныхъ фигуръ граней гЬла пользуются разверт­
кой его поверхности. 

Разверткой поверхности многогранника называется плоская фигура, 
полученная при совмещеши граней гЬла съ плоскостью одной изъ нихъ 

S 

Черт. 196. 

съ помощью послъдовательнаго вращешя граней вокругь разныхъ ре-
беръ гвла. 

На черт. 196 изображена пирамида 8ABC. Разръжемъ поверхность 
ея по ребрамъ 8A, SB и SC и со-
вмъттимъ ея боковыя грани съ пло­
скостью основашя ABC, вращая 
ихъ соответственно вокругь реберъ 
АВ, ВС и АС. 

Тогда точка S, принадлежащая 
вс4мъ тремъ боковымъ гранямъ, бу­
дешь описывать дуги круговъ съ 
центрами въ точкахъ Cs, Cs' и Cs" 
и упадетъ, при совмещение грани 
ABS, въ точку Sv при совмЬще-
т и грани ВС8, въ точку 5 2 , и при 
еовмъгцеши грани ACS, въ точку S3. 

Полученная плоская фигура изо­
бражена отдельно на черт. 197 и 
называется разверткой поверхности 
пирамиды. Ч е ^ - т -

Вообще говоря, развертку поверхности любого многогранника можно 
построить, определивъ истинныя величины всехъ его реберъ и даагона-
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лей каждой его грани, которыя Д Е Л И Л И бы эти грани на рядъ треуголь-
никовъ. Тогда задача на построеше развертки свелась бы къ задач* на 
опредълеше истинной длины отр*зковъ прямыхъ лишй и къ последова­
тельному построению ряда треугольниковъ по тремъ извъхтнымъ сторо-
намъ ихъ. 

Въ частности же при построеши развертокъ и для определения 
истинной фигуры граней многогранника пользуются методами вращения 
или перемены плоскостей проекции. 

Разсмотримъ несколько примеровъ построешя развертокъ поверхности 
многогранниковъ. 

Дана пирамида SABC (черт. 198). Построить развертку ея поверх­
ности. 

Такъ какъ пирамида стоить на Н, то основание ея на эту плоскость 
проектируется безъ искажешя. 

Совместимь и остальныя грани пирамиды съ плоскостью В. 
Начнемъ совмещение съ грани SAB. 
Повернемъ ее вокругь АВ до совпадения съ Н. Тогда точка 8 опи­

шешь кругъ съ центромъ въ Cs. Рад1усъ вращешя точки S, определится, 
какъ гипотенуза, изъ прямоугольнаго треугольника s C / / , въ которомъ 
прямой уголь при вершине s, а катетъ s ^ ^ S o s ' . Совмещенное поло­
жений S, точки 8 получится въ точке пересвчетя двухъ лишй: se, J_ ab 
и дуги круга, описаннаго изъ центра с, рад!усомъ csSx'. 

Фигура Sxab будешь разверткой грани SAB. 
Для определения развертки грани SAC достаточно определить лишь 

длину ребра SC, такъ какъ длина ребра SA уже определена и равна 
длине Sxa. 

Длину SC определяемъ пользуясь теоремой 4-й (стр. 21), какъ гипо­
тенузу прямоугольнаго треугольника ss2'c съ прямымъ угломъ при вер­
шин* s и съ катетомъ ss2' = ssx = s0s'. 

Совмещенное положений S¡  точки S при вращении грани SA С опре­
делится какъ пересечете двухъ дугъ круговъ: одного, описаннаго изъ 
точки с радаусомъ s2'c, и другого, описаннаго изъ точки а радаусомъ Sxa. 

Ту же точку S2 можно было бы определить, им*я въ виду, что при 
совмещении SAC съ Л , точка S будешь двигаться въ плоскости, прохо­
дящей черезъ S и перпендикулярной къ АС. 

Поэтому точка Sг определяется также пересечешемъ перпендикуляра 
Sts къ ас и дуги круга, описаннаго изъ а радаусомъ Sxa. 

Наконецъ, развертку грани SBC легко построить, имея уже опреде­
ленными три стороны ея ВС = Ъс, bS3 = bSx и cS3 = cSr 

Если на какой-нибудь грани пирамиды была бы начерчена фигура, 



§ 13. р а з в е р т к а п о в е р х н о с т е й м н о г о г р а н н и к о в ъ . 119 

напримтфъ, MNP, и требовалось бы показать ту же фигуру на разверткъ, 
то можно поступить сл'Ьдующимъ образомъ. 

Продолжимъ стороны фигуры MNP до пересечения съ ребрами SB, 
SC и ВС въ точкахъ 1, 2, 3, 4, 5 и 6. При совмещении SBC съ И, 
точки 1, 2, 3, 4, 5 будутъ двигаться по лишямъ, перпендикулярнымъ къ 
Ъс, и расположатся на соотвътственныхъ, совмътценныхъ съ Н, ребрахъ 
пирамиды въ точкахъ 1, 2, 3, 4. и 5. 

Черт. 198. 

Соединяя эти послълтя точки попарно линиями 12, 34, 56. мы по-
лучимъ въ пересечении этихъ лишй точки М, N, Р, ощиеделяюпця иско­
мую фигуру MNP на развертке грани SBC. 
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Разсмотримъ теперь другой способъ построения развертки пирамиды 
S ABC (черт. 199), стоящей на В. 

Опредъишмъ истинныя длины реберъ SA, SB и S С пирамиды вращая 
ихь вокругъ оси II, проходящей черезъ вершину S и перпендикулярной 
къ Н, до положения, параллельнаго V. Истинныя длины этихъ реберъ 
будутъ соответственно равны отрЪзкамъ s'a,', s'ô/  и s'c/. 

А..- ' 

b " " 
Черт. 199. 

Зная эти длины и имея въ виду, что ребра АС, АВ я ВС проек­
тируются на H безъ искажения въ отрезки ас, аЪ и Ьс, строимъ на V 
развертку поверхности пирамиды, начиная ее со стороны SA, совпадаю­
щей съ s'a/. 

Точки С, В, А развертки определяются изъ услов1я, что: 

SA = s'a/; SB = s'*/; SC=s 'c / ; AC = ас; ВС = bc; AB = a i . 

Если бы требовалось показать на развертке, напримеръ, грани SB С 
точку М, лежащую въ этой грани и заданную проекциями т' и т. то 
построить ее можно было бы следующимъ образомъ. 

Проводимъ черезъ m', m линию s'm', sm и находимъ точку п', п ея пе-
ресвчетя съ b'd,bc. Вращаемъ динш Уп', sn вокругъ оси II до поло­
жешя, параллельнаго V, и отмечаемъ на повернутомъ положении s '»/ этой 
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лиши точку «и/. Далее, засЬкаемъ сторону ВС дугою пзъ центра в' ра­
диуса в'п, въ точке Л г, и соединяемъ £ съ Ж 

Засекаемъ лишю &/У дугою радиуса з'т^ изъ центра в' къ точке Ж, 
которая и будетъ искомой. 

Черт. 200. 

Разсмотрпмъ еще одинъ примерь развертки призмы АВСВВЕ (чер-
тежъ 200), заданной случайнымъ образомъ. 

Для определешя истинной величины ея длинныхъ реберъ меняемъ 
плоскости проекпдЁ такъ, чтобы новая горизонтальная плоскость В была 
перпендикулярна къ Г и паралльна этимъ ребрамъ, и переходимъ оть 
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V V 

системы^ къ систем* д . Строимъ новую вертикальную проекщю а / й / 
ci^ie\f\ призмы на плоскости В. 

Развертку призмы построим! въ плоскости R и начнемъ съ ребра FO, 
которое проектируется на R безъ искажения. 

Примемъ FC совпадающимъ съ / / с / . При построеши развертки за-
м*тимъ, что точки ея Е, D, В и друпя будутъ лежать на перпендику-
лярахъ, опущенныхъ изъ точекъ е / , dx', й / и т. д. къ лиши FC. Раз-
стояния же между ребрами FC, ВВ, DA и т. д. развертки должны рав­
няться истиннымъ разстояшямъ между этими ребрами. Чтобы определить 
эти разстояшя построимъ съчеше призмы съ плоскостью, перпендикуляр­
ной къ ея ребрамъ, и найдемъ истинную фигуру—треугольникъ этого сЬ-
чешя. Стороны этого треугольника и будутъ равны разстояшямъ между 
ребрами призмы. 

у 
Итакъ, проводимъ въ системе д плоскость Q, перпендикулярную къ 

ребрамъ призмы (Qy_\_ОхХх и Qrj_FC). Лишя с*чешя Q съ призмой 
спроектируется на В въ прямую линш w/m/jp/. 

Совм*щаемъ Q съ V, вращая Q вокругъ сл*да Qv и находимъ со-
вм*щенную, а следовательно, и истинную фигуру п'т'р' треуголь­
ника MNP. 

Дал*е, откладываемъ вдоль лиши Qr отъ точки Р последовательно 
отрезки РМ = р'т'; MN = т'п' и NP = n'p'. 

Черезъ точки Ж, N и Р проводимъ лиши параллеленыя P C до пе­
ресечений въ точкахъ А, В, С, D, Е, F съ ранее упомянутыми перпенди­
кулярами къ FC, проведенными изъ точекъ а/ , й / , с / , dx', е / , / / . 

Соединяя между собой точки С, В, А, С и F, Е, В, F, получимъ 
развертку боковой поверхности призмы. Зная же длины сторонъ FE, ED 
и DF, а также СВ, В А и АС, нетрудно къ этой развертке пристроить 
и треугольники ABC и BEF оснований призмы. 

Для построения на развертке точки К, случайно заданной на грани 
BCFE, проводимъ въ системе ^ черезъ эту точку какую-нибудь линда 12. 

Находимъ проекщю 1/2,' этой линии и проекцию &/ точки на В. 
Изъ точки 1/ опускаемъ перпендикуляръ на P C до пересечения съ ЕВ 
и соединяемъ точки 1 и 2 (2/). Изъ &/ опускаемъ перпендикуляръ на 
FC до пересечешя съ 12 въ точке К, которая и будетъ искомой. 

Задача ü 20. 
На черт. 201 изображена въ планъ и фасадъ часть каменной набережной, фа­

сада которой CDAEFB облищованъ штучными гранитными камнями. Определить 
истинные размъры фасадныхъ граней этихъ камней *) и построить развертку по­
верхности верхняго углового камня, который на чертежъ заштрихованъ. 

г) При этомъ можно пренебречь толщиною швовъ. 
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Ргъшеш'е. 

Для опредъленхя истинныхъ размъровъ фасадныхъ камней совмъстимъ фасадвыя 
грани набережной съ Н, вращая одну вокругъ лиши ВЪ\ другую—вокругъ ВС. 
Построетя аналогичны описаннымъ на стр. 87. Находпмъ совмвщевное положение 

с!' о» а' V е ' 

Черт. 201. 

точки А правой фасадной грани. Соединяя А съ Ъ и проводя АЕ\\Ь/, получаемъ 
совмъщенное положеше правой фасадной грани набережной. На ней уже нетрудно 
построить и изображетя отдъльныхъ камней. 

Иодобнымъ же образомъ строимъ и совмещенное положеше ЪсВА лЬвой фасад­
ной грани, имъя при этомъ въ виду, что ЬА, равная длинъ ЬА, только что определена. 
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Переходимъ теперь къ развертит, поверхности верхняго углового камня. 
Верхняя I и нижняя П грани его проектируются на S безъ искажешя въ пяти­
угольники ailmo и дШпр. Фасадныя его грани III и IV" получаются въ неиска-
женномъ видЬ на вышеупомянутыхъ разверткахъ фасадныхъ граней набережной. 

Боковыя грани PNMO и HKLI определяются при помощи метода перемены 
плоскостей проекций, проектированИемъ этихъ граней на плоскости имъ парал­
лельный. Истинныя фигуры этихъ граней будутъ р^п^т^о/ и причемъ 
высота этихъ фигуръ то/и,' = fc/i/ равна разности разстоянш точекъ а' и у' отъ ОХ. 

Истинная фигура задней грани MNKL будетъ прямоугольникомъ тг'п2'к3Ч2', 
въ которомъ щ'кц' = тк, а щ'т2' = щ'т/. 

На чертежъ 201 внизу все отдельный истинныя фигуры граней камня соеди­
нены въ одну общую развертку. Если такую развертку вырезать изъ бумаги, 
согнуть по ребрамъ и склеить, то получится модель камня, изображенная на чер­
теже 201 справа внизу. 

§ 14. Построеше многогранниновъ. 

Построение многогранниковъ можетъ быть подчинено разнообразнымъ 
условнямъ, такъ что нельзя указать обпцихъ правилъ для решетя этой 
ьадачи. 

Въ каждомъ частномъ случае въ зависимости отъ данныхъ величинъ 
можно построить проекции многогранника, пользуясь въ большинстве 
случаевъ методами вращешя или перемены плоскостей проекций. 

Разсмотримъ решете этой задачи на несколькихъ примерахъ. 

Построить проекции трегранной пирамиды вЛВС, стоящей на И 
основашемъ ЛВС. Длины всехъ реберъ пирамиды даны (черт. 202). 

Для решетя этой задачи строимъ на И развертку граней пирамиды 
а затемъ поднимаемъ боковыя грани в,ас, в 2ай и я3Ьс въ пространство, 
вращая ихъ соответственно вокругъ реберъ ас, аЬ и Ъс. При вращеши 
точекъ в, и в, оне будутъ двигаться по кругамъ, плоскости которыхъ 
перпендикулярны къ осямъ вращешя ас и аЪ. Горизонтальная проекщя 
в вершины пирамиды определится, какъ точка пересечения лиши ас 
и _|_ аЬ. Если построения сделаны правильно, то лишя будетъ 
перпендикулярна къ Ъс. 

Для определения вертикальной проекции Й' вершины пирамиды совме-
щаемъ плоскость круга вращешя точки ^ съ И, вращая ее вокругъ 
лиши в^ . 

Тогда вершина 5 расположится на лиши «4в_1_8,в въ такой точке 
84, которая должна отстоять отъ точки с, на разстоянш, равномъ радаусу 
вращешя точке $„ т. е. в/е,. Огрезокъ «48 и даетъ величину возвытпе-
шя вершины пирамиды надъ Н. Зная его, нетрудно определить и точку 
я' и Еостроить вертикальную проекицю пирамиды. 
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Построить проекции правильнаго додекаэдра, стоящаго на плоскости 
Д. по данной длине реберъ его. 

Ранее (черт. 136), нами были приведены проекции общаго вида до­
декаэдра. 

Черт. 202. 

Для построений его, строимъ (черт. 203) на Д правильный пятиуголь-
никъ 678910, служащий основатель додекаэдра. Далее пристраиваемъ 
въ Д къ сторонамъ 67 и 78 еще два пятиугольника, которые прини-
маемъ за совмещенные съ Н положения двухъ боковыхъ граней доде­
каэдра. Поднимаешь теперь обЬ эти грани въ пространство, вращая ихъ 
соответственно вокругъ реберъ 67 и 78 до гвхъ поръ, пока вершины 
20! и 20 2 не совпадутъ въ точке 20, горизонтальная проекция которой 
20 определится въ пересечении дитй 20,20 _[_ 67 и 20,20 _|_ 78. Подоб-
нымъ же образомъ определимъ и точку 12. 

Для определения горизонтальной проекция точки 11 продолжит ли­
нию 11,12! до пересечения съ осью 67 въ точке N. Эта линия посл% 
поворота заиметь положеше Л'12 и горизонтальная проекция 11 точки 11 
определится въ пересечении лиши N12 и 11, С,,_1_67. 
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Возвышете точекъ 11 и 12 надъ Я можно определить слЪдующимъ 
"V 3 

образомъ: перейдемъ отъ системы ^ къ систем* ^ , причемъ В выбе-
ремъ перпендикулярной къ оси 67 въ точке С,,. 

Тогда проекция 112 точки 11 на В определится, какъ точка пере­
сечения лиши 11, 11 2 къ 11,, С,, и дуги круга описаннаго изъ центра 
С,, радаусомъ 11,07ц. 

Длина я отрезка 13, П 2 и д а е т ъ возвышевде надъ Ш точки 11. Воз­
вышение точки 12 надъ П найдемъ, опуская отъ 12 перпендикуляръ на 
лишю И ^ , и замечая точки пересечешя его съ осью ^ и лишей 
П2Си. 

Длина т отрезка о 12 2 и даетъ возвышение точки 12 надъ Н. Го­
ризонтальная проекция верхняго основатя изображается правильнымъ 
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пятиугольникомъ 12345, повернутымъ вокругъ оси J J додекаэдра отно­
сительно нижняго основания на 180°. 

Имея эти данныя, нетрудно построить вертикальныя и горизонталь-
ныя проекции всвхъ вершинъ и реберъ додекаэдра. 

Разсмотримъ еще одинъ примерь построения многогранника. 
Дана плоскость Р (черт. 204) и въ ней линия N0 съ точкой М. 

Черт. 204. 

Построить прямую призму, стоящую основашемъ на Р. Основатемъ 
призмы долженъ быть квадрагь, лежаищй въ Р, при чемъ дн^ональ 
квадрата должна совпадать съ лишей центръ его долженъ быть въ 
точк* М. Длина стороны квадрата должна равняться данной длине 5, 
а высота призмы должна равняться данной длине Т. 
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Для р*нпення задачи совмъщаемъ съ Н плоскость Р вм*ст* СЪ ли-
шей NQ и точкой М и строимъ въ совм*щенномъ положении квадратъ 
a1b1c1di по данной его сторон*. 

Возвращаемъ плоскость Р въ прежнее положение и строимъ проек­
ции квадрата a'b'c'd' и abed. Такъ какъ призма должна быть прямая, т. е. 
ребра ея должны быть перпендикулярны къ основашю, то проекщи 
этихъ реберъ должны быть перпендикулярны къ соотв*тственнымъ сл*-
дамъ плоскости Р. Для опредвлешя верхняго оснований призмы по усло-
Bino, чтобы высота ея равнялась данной длин* Т, перем*нимъ плоскость 
проекций V такъ, чтобы въ новой систем* эта высота проектировалась 
безъ искажения. 

Выбираемъ новую плоскость проекщй В \_РЬ и проектируемъ осно­
вание ЛВС В призмы на В въ лишю а,'й/Cj'</,', совпадающую съ сл%-
домъ въ Рг плоскости Р. Ребра призмы спроектируются на В безъ иска­
жения въ вид* лишй перпендикулярныхъ къ Рг. Проводимъ проекцию 
n\9\f\c\ верхняго основания призмы на В въ разстояши Т отъ Рг и 
находимъ горизонтальныя проекции, а зат*мъ и вертикальныя на V то-
чекъ верхняго основания. Проекщи искомой призмы будутъ abedefgh и 
a'b'c'd'e'f'g'h'. 

Задача Л? 21. Построить проекщи деревянной стропильной фермы, состоящей 
изъ двухъ ногъ и затяжки по слъдующимъ даннымъ. 

Тангенсъ угла наклона нога къ затяжкЬ, или, какъ говорятъ, уклонъ ногъ, ра-
веаъ 0,8. Всъ части стропилъ должны быть едъланы отъ брусьевъ квадратнаго съ-
чен1я, длина стороны котораго дана (а). Ноги должны пересъкать затяжку по внъщ-
нимъ линИямъ, отстоящимъ отъ концовъ затяжки на разстояши (а). Полная длина 
затяжки дана (Ь). 

Ргьгиенм. Согласно вышеприведеннымъ дапнымъ строимъ (черт. 205) сначала 
проекции затяжки, затЬмъ начиная въ разстояши (а) отъ концовъ затяжки, прово­
димъ лиши подъ даннымъ уклономъ (0,8) къ затяжкЬ. 

Далъе вычерчиваемъ проекцш объихъ ногъ даннаго поперечнаго с ъ ч е т я и 
проектируемъ сопряжения ногъ между собою и съ затяжкой. 

На чертежъ 205 показаны проекцш объихъ ногъ и затяжки ОТДЕЛЬНО, а также, 
для ясности, изображены детали врубокъ: 

А — конецъ затяжки; 
J5 — верхъ лъвой ноги; 
С — верхъ правой нога; 
D — визъ правой ноги (одинаковъ съ низомъ лъвой ноги). 
Задача Л? 22. На чертежъ 206 изображена насыпь желъзнодорожнаго полотна 

съ верхней горизонтальной площадкой. Ось полотна S'S'. Требуется спроектиро­
вать насыпь шоссе для переъзда черезъ желъзную дорогу по слъдующимъ дан­
нымъ: 

Уголь наклона въъздовъ оси шоссе къ горизонту долженъ быть равенъ а. 
Ось шоссе должна въ плавь составлять съ осью желъзной дороги уголъ 3 и 

пересекать ее въ точкъ Ь. 
Тангенсъ угла наклона откосовъ шоссе равенъ 1. 
Ширина шоссе по верху i. Поверхность земли принимается горизонтальной. 
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Рлшеше. Проводимъ черезъ а" ось сс1. шоссе подъ угломъ ¡3  къ осп железной 
дорогп. Далее, проводимъ въ плане двъ яивш Ьа и гп, параллельный сси на раз-

стоянш отъ нея . Эти лиши изобразятъ въ плане бровки шоссе. 
Замъчаемъ точку % пересечения бровки На съ бровкой аа шелъзнодорожнаго 

полотна и проводимъ ап ссх до пересечения съ другой бровкой шоссе въ ТОЧКЕ П. 
Предполагаемъ, что часть д»о является горизонтальной проекцией у т и р е т я го-
рпзонтальнаго полотна железной дороги. 

Черт. 205. 

Такимъ образомъ мы считаемъ, что лиши @№ и N0 въ пространстве горизон­
тальны. 

Найдемъ теперь линИю с в ч е т я полотна шоссе съ поверхностью земли. Совме-
гцаемъ съ Н вертикальную плоскость, проектирующую ось шоссе на Я, вращая 
ее вокругъ лиши ей. 

Тогда точка В пересечения оси шоссе съ л и т е й сггроектируется въ точку 
й,', причемъ ЪЪ^ _]_ сЬ и ЬЬу — а'а0 — высоте железнодорожной насыпи. Проведя 
изъ лкшю подъ угломъ а къ сЬ, получимъ точку с, въ которой ось шоссе пере-
съкаетъ поверхность земли. Проводимъ сЫ _|_ сЪ до пересечения съ проекциями 
и II» бровокъ шоссе. Линия Ы и будеть служить пересеченИемъ полотна шоссе съ 
землею. Найдемъ теперь лиши сечешя откосовъ шоссе съ землею. Такъ какъ тан-
генсъ утла наклона откосовъ шоссе равенъ единице, то описываемъ изъ точекъ q 

И. Рыяшгь. 9 
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и п дуги круговъ радИусами 
цр = пг а'а0 

и проводимъ изъ точекъ 7г ц г лиши касательный къ соотвътственнымъ дугамъ въ 
точкахъ р и г . 

Черт. 206. 

Лиши Ьр а г> будутъ служить следами откосовъ шоссе на зем.тЬ. Действительно, 
уголъ между каждымъ откосомъ, напримъръ, Ърц и землей измеряется въ плоскости 
перпендикулярной къ ребру кр въ какой-нибудь точке р. Эта плоскость пересе-
четъ землю и откосъ по линИямъ рц и р(^. Точки <2, а и р образуютъ въ простран­
стве прямоугольный треугольникъ Qqp, у котораго катеты равны другъ другу, т. е. 

qp = qQ = q,¡ q'. 

Тангенсъ же угла при вершине р въ такомъ треугольнике равенъ единице, что и 
требовалось показать. Точка К пересечешя следовъ откосовъ шоссе и железной 
дороги и точка О: определяютъ литю сечешя самихъ откосовъ шоссе и железной 
дороги. 

Предположимъ теперь, что откосъ проходящий черезъ бровку ЛтО площадки 
имеетъ тотъ же ук.юнъ, кавъ и откосы железнодорожной насыпи. Тогда горизон­
тальная проекщя лиши еЬчешя откосовъ площадки и железнодорожной насыпи 
пойдетъ по биссектрисе угла поа, п точка М (т) будетъ служить точкой пересе­
чения следовъ этпхъ откосовъ. Следъ те откоса площадки пойдетъ по лпнИп парал­
лельной по. Замечаемъ точку е пересечения следовъ ;У и те. 

ЛинИя ЖЕ(ме) будетъ служить пересечешемъ откосовъ площадки и шоссе. По-
строивъ такимъ образомъ линш сечешя въезда на железную дорогу съ последней, 
строимъ таковыя же лиши для съезда, которыя располагаются симметрично съ 
ранее построенными. 
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§ 15. ТЬни многогранниновъ. 

а) Общгя понятгя. 

Построете теней имъетъ значение главнымъ образомъ для придашя 
чертежу наглядности изображени'я. 

Известно, что сила освътцешя какой-нибудь поверхности -зависитъ отъ 
угла наклона свЬтовыхъ лучей къ освещаемой поверхности. Кроме того, 
она зависитъ еще отъ свойства окружающей атмосферы. ЧЬмъ дальше 
источникъ св^та отъ освещаемой поверхности, тЬмъ слабее последняя 
освещается, и эта зависимость между силой света и разстояшемъ источ­
ника света отъ освещаемой точки выражается такпмъ закономъ: сила 
света у какой-нибудь точки обратно пропорциональна квадратамъ раз-
стояний источника света отъ этой освещаемой точки. 

Мы будемъ пока разсматривать вопросъ исключительно съ геометри­
ческой точки зрешя, независимо отъ угла наклона лучей света къ осве­
щаемой поверхности, предполагая вообще, что на какую бы грань пред­
мета светъ ни падалъ, онъ освещаетъ ее равномерно, иными словами, 
мы будемъ разсматривать построете теней, не касаясь физической сто­
роны явлетя. 

Въ дальнейшемъ мы будемъ различать тгъни собственныя и тши 
шдатцгя. Собственной тгьнъю называется такая, которая получается на 
неосвещенной части поверхности предмета. Падающей ттьнъю называется 
та, которая падаетъ отъ предмета на какую-нибудь поверхность. 

При построений теней мы будемъ предполагать, что лучи света па­
раллельны другъ другу. 

Направление лучей света въ техническихъ чертежахъ, составленныхъ 
въ ортогональныхъ проекцняхъ, обыкновенно принимается параллельнымъ 
диагонали куба Р Р , , прислоненнаго двумя гранями къ плоскостямъ про­
екций (черт. 207), и лучи идутъ слева, сверху, сзади—вправо, внизъ, 
впередъ. 

При такихъ услов1яхъ направление лучей изобразится въ проекихияхъ 
согласно чертежу 208, при чемъ эти проекщи луча будутъ составлять 
съ осью ОХ углы въ 45°. 

Пусть дано въ пространстве какое-нибудь гьло ЗЛВСТ (черт. 209) 
и направление лучей света Р Р ' . Проведемъ черезъ вершины тела лучи, 
параллельные РРХ и построимъ точки пересечения ихъ съ плоскостями 
проеищш. 

Некоторые изъ этихъ лучей могутъ пересечь сначала переднюю полу 
V, а потомъ нижнюю полу V. другие же наоборотъ. могутъ пересечь 
сначала верхнюю полу V, а потомъ заднюю полу Н. 

9* 
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Мы считаемъ видимыми лишь ШБ точки, который лежатъ въ предЬлахъ 
1-го угла пространства и на верхней пол* Г и на передней И. Точки 
пересечения лучей съ этими полами V и И будутъ служить Т Е Н Я М И О Т Ъ 

соотвътственныхъ вершинъ даннаго тъла. 

Точка а0 будетъ гЬнью отъ А на Н 
» Ъ0 » » » В » » 

X о 

Черт. 207. 

» С на V. 

Р' 

.45"/ 

Р 

Черт. 208. 

Совокупность лучей, проходящихъ черезъ ребро АВ тъла образуешь 
плоскость, параллельную Р Р , . Эта плоскость пересвчеть Н по лиши а0Ъ0, 
которая будетъ служить Т Е Н Ь Ю ребра АВ. 

Черт. 209. 

Подобнаго же рода плоскости образуютъ лучи, проходящие черезъ 
ребра АС и ВС. Линии свчення этихъ плоскостей съ плоскостями про­
екций будутъ являться тЬнями отъ реберъ АС и ВС. Въ данномъ случай 
ШБНИ отъ прямыхъ лиши АС и ВС получились ломаными аотос0' и 
5 в« 0с 0' , такъ какъ часть ТЕНИ отъ каждаго изъ этихъ реберъ падаешь на 
Н и часть на V. 
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Лишя аоЬ0пот0ао называется контуромъ тгьни, падающей отъ тгьла 
на Л, а лишя пос0'т0по—контуромъ пиъни, падающей отъ тгьла на V. 

Каждый изъ этихъ контуровъ, являясь фигурой, лежащей на одной 
изъ плоскостей проекцШ, будетъ иметь вторую проекщю совпадающую 
съ осью. 

Такъ, проекщи гьни, падающей на Я , будутъ а0топ0Ъо и а 0 'ш 0 'и 0 '6 0 ' , 
a падающей на V—то'с0'п0' и т0с0п0. 

Совокупность лучей проведенныхъ черезъ точки гвла SABCT обра-
зують некоторую призму, поверхность которой, пересекаясь съ плоско­
стями проекщй, и даетъ контуръ падающей тени. Поверхность этой же 
призмы какъ бы обертываешь тело- SAB CT по лиши ABC, которая 

Черт. 210. 

является границей освещенной части SABC поверхности тела отъ не­
освещенной ТАВС. 

Лишя ABC соприкасания обертывающей лучевой призмы съ даннынъ 
теломъ называется контуромъ собственной тгьни тела. Очевидно, кон-
туръ падающей шввх ОТЪ тьма является тенью отъ контура собствен­
ной его тени. 

Разсматривая линш о 0с,й 0 и а / с / й / сечешя поверхности лучевой 
призмы съ V и И, нетрудно заметить, что обе эти фигуры пересекаются 
въ точкахъ т0т0' и « 0 »' , служащими точками перелома на оси ОХ ви-
димыхъ частей теней. Это свойство помогаешь иногда решешю задачи 
на построение теней отъ твла, падающихъ на V в В. 

Если шЬнь отъ одного ттла, напримеръ SABC (черт. 210) падаешь 
на другое DEFG, то контуръ падающей тени получится, какъ лишя пе-
ресечешя лучевой призмы, обертывающей гЬло SABC, съ пирамидой 
DEFG. Контуръ. -4оДД> э т о я ч^ни, какъ фигура, лежащая въ про-
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странстве, должна иметь две проекщи, горизонтальную a0b0s0 и верти­
кальную a0'b0's0'. 

Замтиимь, что эти две фигуры являются не двумя Т Е Н Я М И отъ тЬла 
SABC, а лишь двумя проекциями одной и той же Г Б Н И A0B0S0. 

Изъ вышеизложеннаго слъдуетъ, что задача на построение теней па-
дающихъ отъ даннаго гвла на V, В или на какую-нибудь другую плоскость 
или на другое Т Е Л О сводится къ задач* на пересечете призмы, оберты­
вающей данное гЬло, съ той поверхностью, на которой желаютъ опреде­
лить падающую Т Е Н Ь , т. е. въ общемъ случае построение падающихъ те­
ней сводится къ задач* на пересечете многогранниковъ другъ съ дру-
гомъ, каковая задача была нами уже разсмотр*на. 

Для построения лучевой призмы, обертывающей данное т*ло, сл*дуетъ 
сначала определить контуръ его собственной т*ни. Для этого сначала 
опред*ляютъ, катя его грани осв*щены, и какня неосв*щены. 

Чтобы узнать, будетъли какая-нибудь грань А В С даннаго т*да осв*-
щена или н*тъ, сл*дуетъ взять на этой грани случайную точку Ж и 
провести черезъ нее лучъ MN навстр*чу къ источнику св*та. Если 
этотъ лучъ на своемъ пути перес*четъ какую-нибудь грань т*ла въ точк* 
N, то посл*дняя заградить доступъ св*та къ точк* Ж, и точка Ж, а 
следовательно, и вся грань ABC будетъ въ собственной т*ни. 

Если же лучъ, проведенный изъ точки Ж по направленно къ источ­
нику св*та, не перес*четъ ни одной грани т*ла, то точка Ж, а следо­
вательно, и грань ABC, были бы осв*щенными. 

Можно было бы подобный же лучъ провести и черезъ вершину С 
тела. Въ нашемъ случае этотъ лучъ пересекъ бы одну изъ граней гЬла 
SABC, что указало бы, что точка С, а, следовательно, и грани SAC, 
SBC и ABC тела, сходящийся въ этой точке, неосвещены. 

Разсмотримъ теперь, какъ узнать, какая изъ сторонъ плоской фигуры, 
находящейся въ пространстве, будетъ проектироваться на плоскости иро-
екщй освещенной, и какая—неосвещенной, и условимся въ далыгБйшемъ 
изображать проекщи видимыхъ неосвещенныхъ сторонъ плоскости за­
штрихованными. 

На чертеже 211 изображена въ пространстве плоская фигура АВСВ 
и показаны ея проекщи abed и a'b'dd1. 

При направлении лучей света Р Р , будетъ освещена левая сторона 
плоскости АВСВ, правая же будетъ въ собственной тени. 

При проектироваши АВСВ на В, и при направлеши лучей зрешя 
по MN зритель будетъ видеть освещенную сторону АВСВ, и потому 
проекция abed этой стороны на В не будетъ заштрихована. При про­
ектироваши же фигуры АВСВ на V и при направлеши лучей зр*шя 
КЪ зритель будетъ видеть тбневую сторону фигуры АВСВ, и потому 
проекция a'b'c'd! этой стороны на V должна быть заштрихована. 



ГЬНИ МНОГОГРАННИКОВ!!. 135 

На черт. 212 показаны различные случаи расположения плоскихъ 
фигуръ относительно луча св^та Р Р , и плоскостей проекщй. 

Черт. 211. 

Плоскость ф имеешь верхнюю сторону освъщенной и въ проекщяхъ 

Черт. 212. 

на Н и V будешь казаться освещенной, почему об* проекщй ея не бу-
дутъ заштрихованы. 
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Плоскость В совпадаешь съ лучемъ Р Р 1 , иными словами лучъ света 
скользить вдоль плоскости В. Условимся считать об* стороны такой 
плоскости неосвещенными. При такихъ учшшяхъ обе проекщй этой 
плоскости должны быть заштрихованы. 

Плоскость 5 расположена выше луча Р Р ^ Левая нижняя сторона 
ея будешь освещена, правая же верхняя — въ тъни. При направлений 
лучей зрения перпендикулярно къ В пли къ У зритель увидитъ лишь 
неосвещенную сторону плоскости 5 и потому об* проекщй ея должны 
быть заштрихованы. 

Плоскость Т верхней своей стороной обращена къ свету. При напра­
влеши лучей зрешя перпендикулярно къ Л, зритель увидитъ освещенную 
сторону Т и потому проекщя Т на Я н е будешь заштрихована. При на­
правлеши же лучей зрешя перпендикулярно къ У зритель увидитъ швне-
вую сторону Т, и потому проекщя Т на У должна быть заштрихована. 

Плоскость и расположена левой нижней стороной къ свету, поэтому 
ея левая нижняя сторона будешь освещена, а правая верхняя—въ тени. 
При направлении лучей зрения _]_ В, зритель увидитъ неосвещенную 
сторону 17, поэтому проекщя и на В должна быть заштрихована. При 
направлеши же лучей зрешя _|_ V, зритель увидитъ освещенную сторону 
и, и потому проекщя ?7на V не будешь заштрихована. 

Для того, чтобы уметь определять геометрически, какая сторона ка­
кой плоскости будешь казаться освещенной или въ тени, если смотреть 
на Л или на У, применимъ следующий щнемъ. 

Замътимъ точку пересечения Рг луча съ разсматриваемой плоскостью. 
ЗатЬмь выберемъ на этомъ луче точку Р влто отъ точки Р , , т. е. въ 
направлеши къ источнику света. 

Опустимъ изъ точки Р перпендикуляры на Л и на V и найдемъ 
ихъ точки пересечения съ разсматриваемой плоскостью. 

Если точка пересечения данной плоскости съ перпендикуляромъ, опу-
щеннымъ изъ Р на Л, будетъ ниже Р , то на Л будешь проектироваться 
видимая освещенная сторона плоскости. 

Если же эта точка пересечешя будетъ выше Р , то на Л будетъ 
проектироваться видимая неосвещенная сторона плоскости. 

Если точка пересечения перпендикуляра, опущеннаго изъ Р на V, 
съ данной плоскостью будетъ ближе къ У нежели Р , то на У будешь 
проектироваться видимая освещенная сторона плоскости. 

Если же эта точка пересечешя будетъ дальше отстоять отъ У, не­
жели Р , то на У будешь проектироваться видимая неосвещенная сто­
рона плоскости. 

Обращаясь къ чертежу 212, получаемъ, согласно вышеприведенному 
правилу следующее: 
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Перпендикуляръ, опущенный изъ Р на Н встречаешь плоскость () въ 
точк* А, причемъ АУ<РТ. Поэтому С) будешь казаться освещенной, 
если смотреть на В. Опустимъ теперь перпендикуляръ изъ Р на V и най-
демъ точку В его пересечения съ (>. Такъ какъ ВХ <PZ, то () будешь 
казаться освещенной, если смотреть на У1). 

Подобнымъ же образомъ опущены изъ Р перпендикуляры на Л" и 
У и найдены точки Е, С, Сг, В ихъ пересечения съ плоскостями 5, Т 
и V. Такъ какъ точка пересечения перпендикуляра изъ Р на Я съ пло­
скостью Л и точка пересечения перпендикуляра изъ Р на V съ пло­
скостью Т въ нашемъ случае располагается вне предЬловъ чертежа, то 
вместо Р выбираемъ на луче Р Р 1 точку Р 2 влто отъ Р , и проводить 
изъ Р 2 эти перпендикуляры до пересечений съ Т въ точке Е и съ Л 
въ точке / . 

Далее, легко составить следующую табличку, обозначая стороны пло­
скостей, которыя кажутся освещенными на В или У знакомь -+-, не­
освещенными знакомь —, и по которымъ лучъ скользишь, знакомь 0. 

Плоскости. Результаты построений. Видимость на H. ^ Видимость на V. 

ч АТ< PY; BZ<PZ \ -+- -+-

В PY=PY, PZ = PZ \ 0 
i i 

0 

S СТ>РТ; 1>Z>PZ — 

т EY<PY;Fp¿>P2p¿ •+- — 

и Ipi > PlP2- OZ<PZ | — 
1 
i 

•+-

Примячаме. Можно было бы точку Р и л и Р а н а луче брать и справа отъ точки 
P t пересечения луча еъ разематривавмой плоскостью, но тогда разетояшя до в жди 
V точекъ переЪвченш перпендикуляровъ изъ Р или Р а съ разематривавмой пло­

скостью соответственно должны были бы быть не меньше, а больше раастоянИй Р 
или Р , до Va JB, для того, чтобы имели место вышеупомяяутыя условИя видимости 
сторонъ плоскостей. 

Ъ) Ттьни отъ точекъ, линт и плоскихъ фтуръ. 

На черт. 213 показаны построение твней на плоскостям, проекций 
отъ точки А, отъ прямой CBj_H и отъ случайной прямой DE. 

i) Разстоаше точекъ сзади V или ниже Н считаемъ отрицательными и всегда 
меньшими положите ль ныхъ разстоянШ точки Р до V или до В. 
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Для построешя Т Е Н И О Т Ъ точки А при данномъ направлеши лучей 
света РРЛ проводимъ черезъ А лучъ, параллельный РРи и находимъ 
ближайшую къ А точку А0 пересечений его съ плоскостью проекции. 
Въ данномъ случае лучъ сначала встречаешь плоскость V, а потомъ уже 
Н. Поэтому слъдъ А0 луча на V и будетъ служить гбныо отъ А на V. 

Для построения Т Е Н И отъ прямой ВС _1_ В, находимъ точку В0, Г Б Н Ь 

отъ В ял В, и соединяемъ В0 съ С0, которая, являясь тенью отъ С, 
совпадаетъ съ С. Линия С0В0 и будетъ Т Е Н Ь Ю О Т Ъ ВС на Н. 

Строимъ тишь отъ линш ВЕ на V и Н. 
Т Е Н Ь Ю будетъ служить лиши сьчешя V и Я съ плоскостью, прохо­

дящей черезъ ВЕ и параллельной лучу свъта. Находимъ точку Е0, 
гьнь отъ Е на V. 

О -

а* « 
Р* 

\ 1 Ч >* е° 

с; 
' — -X 

Черт. 213. 

Т - Б Н Ь Dt отъ точки Я , лежащей на Н, совпадаетъ съ самой точ­
кою D. 

Такъ какъ часть гъни падаеть на V, а часть на Я , т. е. Т Е Н Ь по­
лучается ломаной, то для определения ея построимъ Т Е Н Ь Е0 О Т Ъ какой 
нибудь точки F прямой. Соединяемъ е0' съ f0' и продолжаемъ лишю 
e0'f0' до пересечения съ ОХ въ точке т0т0'. Точка М0 будетъ точкой 
перелома тени. Окончательно тенью DE будетъ лишя В0М0Е0. 

На черт. 214 показано построеше теней отъ двухъ треугольниковъ 
ABC, отъ котораго тень падаешь лишь на V, и DEF, отъ котораго 
гЬнь падаешь на F и Я . Для построешя теней отъ треугольниковъ 
строимъ последовательно тени отъ сторонъ ихъ такъ, какъ показано 
было на чертеже 213. На черт. 214 проекщй падающихъ теней заштри­
хованы. 

Определит теперь собственныя тени данныхъ плоскихъ фигуръ сна­
чала ABC, а потомъ DEF. 
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Проводимъ черезъ точку С фигуры АБС лучъ и беремъ на немъ 
слева огъ С точку Pv Опускаемъ изъ Р , перпендикуляръ къ V и на­
ходимъ точку М перееЪчешя его съ АБС. Такъ какъ М лежитъ дальше 
отъ V нежели Р , , то, если смотреть на V, будетъ видна неосвещенная 
сторона фигуры АБС. Поэтому а'Ь'с' заштриховано. 

Черт. 214. 

Беремъ теперь еще точку Р 2 на луч* слева отъ С, проводимъ черезъ 
P s перпендикуляръ къ Л в находимъ точку N пересечешя его съ АБС. 
Такъ какъ Р 2 лежитъ выше Ht, нежели N, то зрителю, смотрящему 
на Л, будетъ видна освещенная сторона фигуры АБС. Поэтому abc не 
заштрихована. 

Подобнымъ же образомъ проводимъ перпендикуляры къ V и къ H 
черезъ точки Pt и Р , на луче Р , Р , Р , проходящемъ черезъ точку F 
фигуры DEF (черт. 214), и находимъ точки M и N пересеченая этихъ 
перпендикуляровъ съ плоскостью DEF. Такъ какъ точка N выше Р , , 
то def должно быть заштриховано. Вертикальная же проекщя âe'f не 
штрихуется, такъ какъ M ближе къ V, нежели Рх. 

с) Тпми многогранниковг. 

На черт. 215 показано построеше теней отъ пирамиды S АБС и 
призмы DEFQEI, стоящнхъ на Л. 
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Тень отъ пирамиды получаемъ слълующимъ образомъ: 
Строимъ тишь S0 отъ верипины S и соединяемъ S0 съ о и Ъ. Линия 

аз0Ъ и будетъ контуромъ Т Е Н И , падающей отъ пирамиды на Н. Грани 
пирамиды AS С и BSC будутъ въ собственной Т Е Н И . 

Для построений Г Б Н И отъ призмы, проводимъ черезъ вершины ея G 
и 7 лучи и находимъ точки G0 и 10 пересечения ихъ съ В. Фигура 
dg0iof и будетъ тънью, падающей отъ призмы на В. 

s' g' h' i' 

е 
Черт. 215. 

Ръшимъ въ качеств* примера еще такую задачу. Дана пирамида в АБС 
и плоскость Р (черт. 216). Построить собственный и падаюпщя твни. 

Находимъ сначала точку 3 переевчешя ребра 5 С пирамиды съ Р, 
для чего служить вспомогательная лишя 12 сечения Р съ плоскостью, 
проектирующей 5(7 на Н. 

Зам*чаемъ точки М и Л ' с*чешя сторонъ АС и ВС основашя пи­
рамиды со слъдомъ РА. 

Дитя Ж З Л ' будетъ служить линией съчешя пирамиды съ плоскостью 
Р . Строимъ гьнь 5 отъ вершины 5Г на заднюю полу Н и соединяемъ 
точку 5 съ А и В. 

Части а1 и Щ лший а5 и ¿5 отъ точекъ в и Ь до точекъ 7 и 6 
пересечения а5 и ЪЬ съ РА будутъ служить видимыми Т Е Н Я М И О Т Ъ ре-
беръ 8А и 5 В на Д . 
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Находимъ теперь Т Е Н Ь отъ вершины 5 на плоскость Р. Проводимъ 
черезъ б1 лучъ 55 и определяемъ точку 9 пересъчешя его съ Р. Для 
этого служить вспомогательная лишя 48 евчешя Р съ плоскостью, про­
ектирующей лучъ 5 5 на В. 

Точка 9 и будешь служить тънью отъ 5 на Р. Соединяемъ точки 7 
и 6 съ точкою 9. Лиши 79 и 69 будутъ служить Т Е Н Я М И отъ реберъ 
Ав и Вв на Р. 

Черт. 216. 

Контуромъ падающей Т Е Н И О Т Ъ пирамиды на Н и Р будешь являться 
лишя А7ШВ. 

Въ собственной тЬни будутъ грани SAC я SB С. 
Ностроимъ теперь Ань отъ лиши BE плоскости Р. Для этого вы-

бнраемъ на BE случайную точку F и определяемъ гвнь К отъ нея 
на F . Соединяя к1 съ е1, получаемъ лиш'ю e W т£нь отъ BE на V. 
Лишя же di будешь Т Е Н Ь Ю О Т Ъ BE на И. Твни отъ Р на У ж Ж на 
чертеж^ 216 заштрихованы. 

Перейдежъ теперь къ общему случаю построетя тъней для двухъ пе­
ресекающихся многогранниковъ. 
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Пусть даны (чертежъ 217) два пересекающихся многогранника: 
пирамида 8АВСВЕ и призма РОКНОЫМР, и построена линия 
В10.гХЫ¥иТУГТ ихъ сучения. 

Требуется построить гЬни. 
Задачу эту раздЬляемъ на слъдуюнщя части: 
1) ОпредЬлеше собственныхъ теней призмы. 

О •X, 

Черт. 217. 

2) Построение тъней, падающихъ отъ призмы на V и Н. 
3) Определение собственныхъ т^вней пирамиды. 
4) Построение тъней, падающихъ отъ пирамиды на V и Н. 
4) Построение тъней, падающизъ отъ пирамиды на призму. 
6) Построение тъней, падающихъ отъ призмы на пирамиду. 
1. ОпредБлев1е собственныхъ тъней призмы. 
Проводимъ черезъ точку 5 ребра КР призмы (черт. 218) лучъ, и 

опредвляемъ точку 8 переевчешя его съ призмой. Для этого служить 
вспомогательная л и т я сЬчешя 67 грани Р(?ЖЛ ? съ плоскостью, проек­
тирующей лучъ на В.. 

Таить какъ точка 8 лежитъ ближе къ источнику света, нежели точка 5, 
то последняя будетъ въ собственной ТЕНИ, а следовательно, въ тЬни будутъ 
н ребро КР ж грани вКРМ и ЛКРО. 
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Подобнымъ же образомъ можно определить, что въ собственной твнн 
будетъ находиться и грань МЫОР призмы. Контуромъ собственной тЬни 
призмы будетъ служить лишя ОКВОЫМО. 

2. Построеше тЬней, падающихъ отъ призмы на V и И. 
Контуромъ тъни, падающей отъ призмы на V и И будетъ служить 

тънь отъ контура собственной гЬни призмы, т. е. отъ линш ОКЛОЫМВг 
(черт. 218). Строимъ гЬни отъ точекъ этой линш, какъ это было уже 

Черт. 218. 

ран*е объяснено для линш ВЕ на черт. 213, и соединяемъ полученныя 
точки между собою. Лишя ОоКоВо30О0К0М0А-Лто будетъ служить кон­
туромъ подающей тени, часть которой располагается на Л, а часть 
на V. 

3. Определеше собетвенныхъ теней пирамиды. 
Эта задача решается такъ же, какъ и для призмы. Въ нашемъ слу­

чае въ тени оказывается лишь ребро ВЕ пирамиды и грани ея АВСВЕ 
и вВЕ (черт. 219). Контуромъ собственной тени пирамиды будетъ слу­
жить лмшя 8ЕАВСВ8. 

4. Построеше теней, падающихъ отъ пирамиды на V и В. 
Контуромъ тени, падающей отъ пирамиды на Г и Л будетъ служить 

(черт. 219) тень отъ контура собственной ГБНМ пирамиды, т. е. отъ ли-
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ши 8ЕАВСВ8. Строимъ тънь 80Е0А0М0В0С0В0Ыо80 отъ этой лиши. 
Часть тъни, падающей отъ пирамиды, будешь па V и часть на Н. 

5. Построеше тт^ней, падающихъ отъ пирамиды на призму. 
Этой тънью, очевидно, будешь слуяшть Т Е Н Ь , падающая на призму отъ 

контура ЗЕАВСВЭ собственной шЗзни пирамиды (черт. 220). Въ част­
ности же на призму будешь падать лишь Ш Б Н Ь отъ части 817 ребра 8В 
пирамиды. 

О 

с 
Черт. 219. 

Проведемъ черезъ точки 5 и В ребра 8В лучи 8Р1 и ВРг, найдемъ 
перес4чеше реберъ ВО и РЫ приемы съ лучевой плоскостью 8ВРгР,. 
Ребро НО пересечешь эту плоскость въ ТОЧКЕ 3, для построешя кото-
раго служишь вспомогательная лишя 12 свчешя лучевой плоскости съ 
плоскостью, проектирующей ребро НО на горизонтальную плоскость про­
екций. Ребро ЖЫ пересвчетъ лучевую плоскость въ ТОЧКЕ 6, для по­
строешя которой служить вспомогательная лишя 45 евчешя лучевой 
плоскости съ плоскостью, проектирующей ребро Р-ЛГ на П. 

Лишя ТГ7№%и и будешь служить контуромъ тЬни, падающей отъ 
пирамиды на призму. 

6. Построеше шЬней, падающихъ отъ призмы на пирамиду (черт. 221). 
Контуромъ гкни, падающей отъ призмы на пирамиду будешь служить 
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H. Рыши*. 
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тень, падающая на пирамиду отъ контура OKHONMG собственной 
тЬни призмы. 

Изъ разсмотръшя взаимнаго расположешя призмы и пирамиды можно 
предположить, что на пирамиду будутъ падать тъни лишь отъ реберъ НО 
и GM призмы. 

Проводимъ черезъ ребро НО лучевую плоскость и находимъ точки 3 
и 3 t пересЬчешя этой плоскости съ ребрами АВ и BE перампды (вспо­
могательный лиши 1,2 и 1,2i. 

Лиши ВЪ и .73, будутъ служить тенями, падающими отъ ребра НО 
на грани SAB и SB Е пирамиды. 

Черт. 222. 

Далее проводимъ черезъ ребро GM призмы лучевую плоскость и на­
ходимъ лишю пересвчешя ея съ гранями пирамиды. Эта лишя и будетъ 
служить твнью отъ ребра GM на пирамиду. 

Для построешя этой лиши последовательно определяются следуюпця 
точки: 

Точка 6 перееечешя ребра АВ съ лучевой плоскостью (вспомога­
тельная лишя 4 ,5) . 

Точка 9 перееечешя лиши SXit лежащей въ грани SB С, съ луче­
вой плоскостью (вспомогательная лишя 7, 8). 
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Точка 12 пересъчешя лиши 8Х2, лежащей въ грани Й ' С Д съ лу­
чевой плоскостью (вспомогательная лишя 10, 11). 

Черт. 223. 

Точка 15 пересъчешя ребра 8В съ лучевой плоскостью (вспомога­
тельная дитя 13, 14) и 

Черт. 224. 

10* 
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Точка 18 пересечения ребра ТУЕ съ лучевой плоскостью (вспомога­
тельная л и т я 16, 17). 

Полученныя точки соединяются между собой въ слъдующемъ по­
рядке: 

18 съ 15, 15 съ 12 и эта л и т я продолжается до пересЬчетя съ 
ребромъ вС въ точк* 19, которая соединяется съ точкою 9. Л и т я 19, 9 

Черт. 225. 

продолжается до пересечетя съ ребромъ въ точке 20, которая со­
единяется съ точкою 6. 

На чертеже 221 проекпДй тени, падающей отъ пирамиды на призму, 
заштрихованы. 
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На черт. 222 показаны видимыя или невидимый части обоихъ гЬлъ 
и ихъ В С Б Х Ъ теней, а на черт. 223 изображены лишь видимыя части 
тт&лъ и твней. 

На черт. 224 изображены модели плоскостей проекций и пересекаю­
щихся призмы и пирамиды, при чемъ посл*дшя построены по разверт-
камъ ихъ поверхностей. Модели освещены лучами света, параллельными 
принятому направлешю. На этомъ чертеж* показаны также и проекщй 
пересекающихся поверхностей 

Задача № 23. На черт. 225 изображено зданИе въ плане и фасаде. Построить 
собственный и падающИя тънп. 

fmuenie. 
Построимъ тънь отъ вершины А на крышу. Для этого проводимь черезъ А 

лучъ и находимъ его пересечение Аа съ крышей, для чего служить вспомогатель­
ная лишя 12. 

Соедлняемъ точку А0 съ точкой Т пересечения коньковъ крышъ. Лишя А0Т бу-
детъ служить т-Ьнью отъ конька АТ на скатъ крыши. Соединяя точку А0 съ точкой 
й пересъчешя карнизовъ наклонныхъ крышъ, получимъ А н ь AÜR отъ ребра АЛ 
на скатъ крыши. 

Тънь отъ вертикальнаго ребра PQ башни на скатъ крыши пойдетъ въ плане 
по лиши рг, наклоненной къ ОХподъ угломъ въ 45°. Переносимъ точки р и г на V 
въ точки р', z'. Лишя PZ будетъ искомой тънью отъ PQ на крышу. 

Проводимъ изъ В и А лучи до пересъчешя ихъ со стеной дома въ точкахъ 
К и В0. Лишя КВ0 будетъ тънью отъ АВ на стену дома. Тънь В0М0 на ту же стену 
отъ ВМ будетъ равна и параллельна ВМ. Построение дальнейшей тъни на ствну 
дома не представдяетъ затруднений. 

ТЬнь отъ башни на V строимъ сдъдующимъ образомъ: 
Тънь отъ угла ея С будетъ въ С0. 
Соединяемъ 0 0 съ точкой JV—сдъдомъ края CD на ' V. Лишя 2fC<¡D a будетъ 

тенью отъ CD на Г. Соединяя точку съ I—слъдомъ DE на V, получимъ литю 
ID0Eo—тънь отъ DE на V. Построеше остальныхъ точекъ TÍHH  падающей на V я 
Ш производится подобнымъ же образомъ, на основании общихъ правилъ. 

ТЬнь отъ трубы на крышу строится слъдующимъ образомъ. 
Находимъ точку О пересъчешя края GH трубы съ крышей и черезъ О про­

водимъ лннИю OH0G0\\TA0, такъ какъ тъни отъ GH и ей параллельной Л Г на одну 
и ту же плоскость должны быть параллельны между собой. 

Подобнымъ же образомъ находимъ тъни на крышу и отъ остальныхъ точекъ 
трубы. 

На чертеже показано еще построеше тЬни T i отъ конька Т4 на скатъ крыши, 
для чего построена тЬнь отъ точки 4 на этотъ скатъ (вспомогательная лншя 56). 

Возстановить построеше остальныхъ точекъ показанныхъ тъней мы предоета-
вляемъ читателю. 

г) Применение теорИи тъней на практике имъетъ мъсто при проектировании 
окоиъ граждансвихъ сооружений, при определении высоты домовъ въ зависимости 
отъ ширины улицъ, при проектирования сввтовыхъ двориковъ ж т. п. 

Подробности см. Н. Рыяннъ: „Дневной свЬтъ. и разечеты освещенности поме­
щений". СПБ. 1908. И з д а т е Инст. Инж. П. С. и Его-же, „Ослабление силы днев­
ного св^та, проходящаго черезъ стекла разныхъ сортовь", ИавьстИя Собр. Инж. Пут. 
Сообщ. 1908 г. № 1. ЗатЬмъ „Журналъ технич. совещания упр-шя же л. дорог* по 
Техн. Отделу отъ 21 апр. 1908 г. J* 63. 

http://Tf.HU
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Ортогональныя проекщй кривыхъ лишй 
и кривыхъ поверхностей. 

§ 16. Плосмя кривыя лиши. 

Всъ кривыя лиши могутъ быть разделены на два класса: 1) лиши, вев 
элементы которыхъ лежать въ одной и той же плоскости, или кривыя 
плошя, напримъиъ, кругь, эллипсъ и т. п. и 2) лиши, элементы кото­
рыхъ въ одной плоскости не лежать, или кривыя двоякой кривизны, на-
прим^ръ, винтовыя лиши. 

Разсмотримъ построеше проекщй кривыхъ лиши и начнемъ съ плоскихъ 
кривыхъ. 

а) Проектированге случайных^ кривыхъ лингй. 

Докажет, следующую теорему, относящуюся къ кривымъ обоихъ 
классовъ. 

Теорема 16. Если прямая лишя касается въ пространств^ криво! 
хнвди въ некоторой точке, то, при любонъ направлен^ проектмрованк 
на любую плоскость, проекщя прямой касается проекщй кривой въ точк*, 
которая является проевлден вышеупомянутой точки касаюя лишй въ 
пространстве. 

Доказательство. 
Пусть дана въ пространстве случайная кривая лишя ABODE (чер-

тежъ 226), и въ точке С проведена къ ней касательная FG. Эту по­
следнюю можно рассматривать, какъ предельное положение сЬкущей FiGG1)  

при приближении точки пересечения В къ С до безконечно малаго раз-
стояшя. Спроектируемъ кривую, секущую и касательную на какую ни­
будь плоскость Н при направлении проектировашя Р Р , . Проекцией кри­
вой будетъ кривая линия abcde, проекцией секущей Р Х Ш , будетъ лишя 
fiCglt которая будетъ пересекать проекцию кривой въ точкахъ б и с — 
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проекщяхъ точекъ В и С. При приближенш точки В къ С проекщя Ь 
будегъ приближаться къ проекщи с и въ пределе сольется съ с, а се­
кущая ^сд1 превратится въ касательную fg къ проекщи кривой, что и 
требовалось доказать. 

Замътимъ, что совокупность лишй, проектирующихъ кривую АВСВЕ, 
образуешь цилиндрическую поверхность, а совокупность лишй, проекти­
рующихъ касательную Р ( г , образуетъ плоскость, касательную къ упомя­
нутой цилиндрической поверхности по лиши, проектирующей точку касашя. 

Проекщи плоскихъ йривыхъ лишй строятся также, какъ и плоскихъ 
фигуръ, ограниченныхъ прямыми лишями (стр. 87). Обпцй пр1емъ по-
строешя проекщй кривой лиши даннаго вида заключается въ следую-
щемъ: Плоскость Р, въ которой должна лежать кривая лишя, совме­
щается съ В или съ V, затъмъ на H или V строится истинная фигура 
кривой и, наконецъ, плоскость Р съ кривой возвращается въ прежнее 
положеше. 

Проследимъ применение этого метода на примере. 
Предположит, что требуется построить въ некоторой плоскости Р 

какую нибудь кривую лишю ABCBEFG, истинный видь который изве-
стенъ (черт. 227). 

Для решетя этой задачи совмещаемъ Р съ H и строимъ на И истин­
ную фигуру ABCBEFG данной кривой лишй. Проводимъ черезъ точки 
ея рядъ лишй GAI, FBK и т. д. параллельныхъ РА. Возвращаемъ 
плоскость Р со всеми проведенными въ ней лишями въ прежнее поло­
жеше. Проекщи любой точки А кривой лиши найдутся еледующимъ 
образомъ: 

Проводить изъ А лишю Аа J_Ph до пересечения съ ta || Ph. Далее 
проводимъ аа' ОХ до пересечешя еъ l'a' \\ ОХ. 

X 

Черт. 226. 
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Точки а, а' и будутъ проекщями точки Л кривой. 
Подобнымъ же образомъ строимъ проекщи остальныхъ точекъ кривой 

D 
Черт. 227. 

и соединяемъ ихъ плавными кривыми аЪсс1е(д и я'й'с'й'е'/У, которыя и 
будутъ проекпдями искомой кривой лиши г ) . 

Ъ) Приближенный построемя. 

При различнаго рода геометричесвихъ построешяхъ приходится р-Ьшать рядъ 
задачъ, которыя допускаютъ лишь известную точность построен!й, точность, за­
висящую оть разныхъ условш: отъ совершенства чертежныхъ ивструментовъ, отъ 
количества выбранныхъ точекъ, отъ умънья обчерчивать ихъ по лекалу, и, нако-
непъ, отъ невозможности иногда имътъ математически точное рАшен1е данной за­
дачи, какъ напримъръ, сгхрямлете дуги круга. 

Ниже ыы проводимъ несколько примъровъ приближенньгхъ построетй, позво-
аяющихъ ръшать подобный задачи съ извъстной точностью. 

Ръшимъ такую задачу: Дана кривая лишя ЛВС. . . ОР случайнаго вида 
(черт. 228). ОпредЬлить ея длину. 

Раздълнмъ кривую точками В, С, I) . . . н а части, которыя съ достаточной для 
практики точностью могли бы быть приняты аа прямыя лиши. Такимъ образомъ 
мы зам-Ьняемъ кривую лишю вписанной въ нее ломанной лишей. Проведемъ черезъ 

г) О примънеши различнаго рода плоскихъ кривыхъ въ технике, см. F. Ebner. 
„Leitfaden der Technisch—Wichtigen Kurven". Leipzig 1906. 



ПЛОСКХЯ КРИЕЫЯ линш. 153 

одинъ пзъ такихъ прямолинейныхь элементовъ СВ прямую л и т ю п отложимъ 
вдоль этой прямой влево и вправо отъ СВ отрезки Ье-ВС, аЬ = АВ, Ле = ЬЕ и 
т. д., равныя ооотвътствепнымъ частямъ ломанной лпши. 

Сумма всъхъ этихъ отрьзковъ, равная ар, и дастъ приблизительную длину кри­
вой АР. 

Если приходится выпрямить часть дуги круга, то задачу можно рЬшпть болъе 
точно. Пусть, напримзръ, (черт. 229) требуется спрямить дугу А1)В окружности 
круга. Проведемъ хорду АВ и опустпмъ изъ центра С круга перпендикуляръ къ 

,Р 

Р А 

Ь((1 е Г ? Ь 1" к ! гаи о р 

Черт. 228. Черт. 229. 

АВ. Отложимъ отъ точки В, перееъчетя этого перпендикуляра съ дугою АВ, 
вдоль него вправо отръзокъ ВЕ, равный тремъ рад1усамъ круга, и соедпнимъ 
точку Е съ точками А и В. 

Далъе проведемъ черезъ точку Ь касательную къ дуге АВ до пересечения съ 
продолжениями лию'й АЕ и ВЕ въ точкахъ Е и в. Отръзокъ Ев п можно при­
нять съ достаточной для практики точностью равнымъ длине дуги ЛЕВ. Действи­
тельно, изъ чертежа имеемъ: 

АЕ 
г -

АХ)— 

; 2 ^ = : , 
Зг 1 

- сов а -г сова 2 + сое з. 
2ъгя_ 
~ШГ' 

Въ нижеследующей таблице даны значешл ЕВ и АВ въ частяхъ рад1уса г для 
некоторыхъ угдовъ ое. 

а ЕВ АВ ; АВ-ЕВ 

; 10е 0,1745 0,1745 о 

20 0,3490 0,3491 0,0001 

30 0.5234 0,5236 ' 0,0002 

40 0,6972 0,6981 ! 0,0009 

50 0,8696 0,8727 | 0,0031 1 

! ! 

60 1,0392 1,0472 
1 ) 

| 0,0080 .: 

90 1,5000 1,5708 ! 0,0708 
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Этимъ.способомъ можно пользоваться съ достаточной для практики точностью 
при углахъ а не болве 40°. Описанный способъ, принадлежащей кардиналу Ни­
колаю Куза, даеть все меньшую п меньшую точность, по мт.рь увеличения цен-
тральнаго угла дуги круга. Для спрямленИя дуги полукруга (2а = 180°), лучше 

применять нижеслъдующИй способъ, 
предложенный Коханскимъ 1). 

Пусть требуется спрямить дугу 
ЛВ полуокружности круга (черт. 230). 
Проведемъ въ точкт. А касательную 
къ кругу. Изъ центра С проведемъ 
прямую СЕ подъ угдомъ 30° къ дИа¬
метру Для этого достаточно сое­
динить точку С съ G, причемъ в по­
строена слъдующимъ образомъ: 

AF=zAG = FG = AC = г. ; З т -

Черт. 230. 

будетъ приблительно равна длине дуги ЛВ. 
Действительно: 

Замътимъ точку Е пересечения 
СЕ съ проведенной ранее касательной 
и отложимъ ЕВ — Ът. Прямая ВВ и 

BE2 — ЛВ1 •+- (DE — AEf = (2rf -и- (3r — г tg ЗО0)2 = [4-t- (3 — tg ЗО0)2] г2; 
ВВ = 3,14169 г. 

Разность между длинами прямой ВВ и дуги ЛВ равна 

(3,14169 — 3,14159) г = 0,0001 г. 

Способъ Николая Куза можно применить и для решения обратной задачи 
Навернуть на дугу круга даннаго радИуса отрезокъ прямой данной длины. 

Для этого (черт. 229) проводимъ въ середине даннаго отрезка Ев прямую 
ВЕ I Р<У и откладываемъ ВЕ~ Зг. Соединяемъ точки Ж и С? съ Е и замачаемъ 
точки Л и В пересечения лиши ЕЕ и ОЕ съ дугою круга даннаго раддуса г, ка-
сательнаго къ Ев въ точке В. Длина дуги АВВ и будетъ приблизительно равна 
отрезку Ев. 

Заметимъ опять, что способъ Николая Куза применяется при угле а не бо­
лее 403. Если а > 40°, то следуеть данную длину Ев разделить на равныя части 
такъ, чтобы а < 40° и найти дугу круга по длине равную части прямой Ь в. 

Разсмотримъ теперь применение къ решению задачъ кривыхъ ошибокъ. Подъ 
пазвашемъ кривой ошибокъ 2) понимають вспомогательную кривую, которая служить 
для определения такихъ точекъ или линИй, непосредственно которыя построить 
трудно или невозможно. 

Напримеръ, решимъ такую задачу: 
Дана кривая АВС...Л (черт. 231), и къ ней проведена касательная Н1. Опреде­

лить, по возможности точнее, точку васаюя. 
Если мы проведемъ серИю хордъ, параллельныхъ касательной, то точка касатя 

будетъ соответствовать хордЬ, равной нулю. Чтобы получить эту точку, проводимъ 

s) Т. Vahten tKonstrnktionen und Approximationen» Leipzig. 19П. St. 310. 
s) < Exerciees de Geometrie Deschriptive». Par Г. J . Paris 1893. 
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черезъ точки ЛВС... линш, параллельный другъ другу, въ пропзвольномъ напра­
влении. Отложимъ на этихъ прямыхъ длины пропорцюнальныя или равныя дли-

Ла — Л,а, = АЛ,; 

намъ хордъ. 
Наприм-Ьръ, пусть 

ВЪ = В,Ь, = ВВ, и т. д. 
Соединимъ концы полученныхъ отрьз-

ковъ плавной кривой аосЛ-Ь^,, которая п 
называется кривой ошибокъ. 

Точка Ж пересечения этой кривой съ 
данной и будетъ искомой точкой касашя. 

Ръпгимъ следующую задачу: Дана кри­
вая ABCDEF и точка Ж на ней (черт. 232). 
Провести въ М прямую, касательную къ 
кривой. Касательная къ кривой въ данной 
точке Ж есть, очевидно, секущая, хорда ко­
торой безконечно мала. Проведемъ какую 
нибудь динпо ILK, приблизительно перпен­
дикулярную къ предполагаемому направле­
нно касательной. Далее проведемъ рядъ съ-
кущихъ АЖЛи ВЖВ„ CMC,, HMD,, MEEU 

MFE, и отложимъ Ага — AM; В,Ь = ВМ-^ 
С,е = СМ и Е,е — ЖЕ и т. д. Соединяя по­
лученный точки а, Ъ, с...е. / плавной кривой, 
получимъ кривую ошибокъ, пересечение ко­
торой съ прямою LK дастъ точку т, опре­
деляющую съ точкой Ж искомую касательную, такъ какъ для точки т хорда равна 
нулю. 

На чертеж* 233 показанъ еще примерь применения кривой ошибокъ къ реше­
нию следующей задачп: 

Дана кривая АВС...В,АХ и точка 2\Г вне ея. Про­
вести изъ Ж нормаль къ кривой. Предположимъ, что 
задача решена и ИМ есть искомая нормаль. Оче­
видно, что окружность, описанная изъ центра N рада-

Черт. 232. Черт. 233. 

усомъ КМ, будетъ касаться кривой въ точке пересечения последней съ нормалью. 
Такимъ образомъ, хорда сеченая круга раддуса 1?М съ кривой АЛ, будетъ безко-
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нечно мала. Чтобы построить кривую ошибокъ, проходящую черезъ Ж, достаточно 
описать изъ точки Ж, какъ изъ центра, рядъ круговъ, которые дадугь хорды ААХ, 
ВВХ и т. д. (хорды эти на чертеже, во избежание затемнЬнИя его, не показаны). 

Затъмъ построимъ перпендикуляры къ этимъ хордамъ въ концахъ ихъ и отло-
жимъ на этихъ перпендикулярахъ отрезки 

Аа — Ахах — ААц ВЪ = В1Ь1 = ВВХ 

и т. д. 
Соединяя полученныя точки плавной кривой, получимъ кривую опшбокъ, пере­

с е ч е т е которой съ кривой ААХ дасть точку М, определяющую съ точкой Л' иско­
мую нормаль ЛТУ,. 

с) Проекцги круга. 

Очень часто при решети различныхъ задачъ въ ортогональныхъ про-
екщяхъ приходится строить проекции круга. ПослЪдшй проектируется въ 
кругъ на V и Л лишь тогда, когда его плоскость параллельна или V или Л. 
Въ остальныхъ случаяхъ онъ будетъ на V и Л проектироваться въ В И Д Е 

эллипса. 
Въ частномъ случай, когда плоскость круга перпендикулярна къ пло­

скости проекщи, онъ на эту плоскость спроектируется въ прямую линш. 
Для вычерчивания такого эллипса, какъ проекции круга, приходится 

строить рядъ его точекъ и заттшъ соединять ихъ плавной кривой по 
лекалу. 

Покажемъ три способа, при помощи которыхъ можно построить про­
екцию круга въ вид! эллипса на любую плоскость при любомъ напра­
влении проектирований. 

1-й способъ. Пусть дань кругъ ABDE (черт. 234 слъва). Опишемъ 
вокругъ него квадратъ FGHI и проведемъ диагонали квадрата ЕЛ и GI> 
диагонали эти пересвкуть кругъ въ точкахъ К, L, М, N. Нетрудно по­
казать, что каждая изъ этихъ точекъ разделить полу диагональ на части, 
отяошеше между которыми мы можемъ съ достаточной для практики 
точностью принять равнымъ 0,7 (точнее (0,70711). 

Доказать это можно сл^дующимь образомъ: опустимъ изъ точки К 
перпендикуляръ КР на дааметръ параллельный GH. Изъ подоб1я тре-
угольниковъ AGG и РКС, имвемъ: 

КС _ KJP 
GC _ GA ' 

но GA — КС = радиусу круга; поэтому 

КС КР 

lZC ~ КС ~ s*n4b = 0,70711 или 0,7, 

что и требовалось доказать. 
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При любомъ параллельномъ проектироваши квадрата FGH1 со впи-
саннымъ въ него кругомъ проекщи точекъ Ж, L, M и N раздвлятъ 
проекщи даагоналей въ томъ же отношеши 0,7. 

Проведемъ въ точкахъ К, L, M, N лиши касательный къ кругу. Эти 
лиши будутъ параллельны соотвътственнымъ доагоналямъ квадрата. Про­
екщи упомянутыхъ касательныхъ будутъ касательны къ эллипсу, проек­
щи круга, и будутъ параллельны проекщямъ диагоналей квадрата, что 
сл^дуеть им^ть въ виду, при вычерчивании эллипса. 

Прим^няготъ этотъ способъ къ построешю ортогональныхъ проекщй 
круга сл-Ьдующимъ образомъ: 

Предположимъ, что даны плоскость Р (черт. 235) и въ ней точка С. 

Черт. 235. 

Требуется построить проекщи круга, лежащаго въ Р съ центромъ въ 
точке С. 

Радаусъ круга дань (г). 
Поводимъ черезъ точку С горизонталь 05 въ плоскости Р и откла­

дывает, са = сё = г. 
Точки А и В будутъ концами диаметра АВ круга. Проводимъ теперь 
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днаметръ ЕВ перпендикулярный къ АВ. При такихъ условияхъ еЪ будетъ 
перпендикулярна къ ай. 

Иаходимъ горизонтальный слъдъ ф этого диаметра и строимъ верти­
кальную его проекцию а]Ь. Концы его Е и В определяются слвдующимъ 
образомъ: перейдемъ отъ системы ^ къ системе ^ и спроектируемъ Р 
на В. Проекцией Р на В будетъ прямая линия qsl', иири чемъ: 

с е / = вя'. 

Дааметръ ЕВ круга на В спроектируется безъ искажения. Поэтому откла-
дываемъ 

с/е, ' = с / й / = г. 

Переносимъ точки п 5/ въ систему ^ . Проекциями диаметра ЕВ бу-
дутъ е'Ь' и еЪ. 

Проводимъ теперь черезъ точки Е и В стороны квадрата параллель­
ный диаметру лВ, а черезъ точки А и В стороны квадрата, параллель-
ныя диаметру ЕВ. 

Проекциями квадрата, описаннаго вокругъ искомаго круга, будутъ 
(дкг и / у й ' г ' . Отмечаемъ теперь на проекпияхъ диагоналей квадрата 
точки V, V, т', п' и к, I, т, п, которыя делили бы проекции полуд!аго-
налей въ отношеши 0,7, напримеръ, откладываемъ с'У = 0,7с'#'; с/ = 
= 0,1ск и т. д. 

Имън теперь проекции восьми точекъ круга, можно по лекалу соеди­
нить ихъ плавности кривыми, которыя будутъ эллипсами. При этомъ сле-
дуетъ иметь въ виду, что обе проекщи круга должны быть касатель­
ными къ проекщямъ квадрата, описаннаго вокругъ круга, и къ проек-
щямь линий, проведенныхъ черезъ точки Ж, В, М, N параллельно диа-
гоналямъ квадрата. 

Изъ числа такихъ линш на чертеже 235 показано две, одна — про­
ходящая черезъ точку Л" и другая черезъ точку В. 

2-й способъ (черт. 234 средшй кругъ). 
Раздълимъ половину &А стороны квадрата на несколько (на чертеже 

три) равныхъ частей: 
Й , = 1,2, = 2,А 

и перенумеруемъ концы отрезковъ цифрами 1,, 2, и т. д., начиная отъ 
вершены С На такое же число такихъ же частей делимъ полуддаметръ 
АС, проходящий черезъ точку А стороны Ай. Концы частей (С1 = 1 2 = 2 Л ) 
обозначаемъ въ направлении отъ точки С цифрами 1, 2, и т. д. 

Далее соединяемъ точку В съ точками 1„ 2, и т. д., а точку Е съ 
точками 1, 2 и т. д. и замечаемъ точки пересечения линии, проходяпця 
черезъ упомянутая точки деления, но при томъ такихъ линий, въ обозна-
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ченш которыхъ имеются цифры одного и того же наименовашя. Напрн-
äiipb, отм-Ьчаемъ точки: 

JV,—пересечения В1Х съ El 
М1 » В2Х съ Е2Х и т. д. 

Нетрудно В И Д Е Т Ь , что точки NX,MX и др. будутъ принадлежать окруж­
ности круга, такъ какъ углы BNXE, ВШХЕ будутъ прямыми. 

На какую бы плоскость и при какомъ бы направлении параллель-
наго проектирования мы не спроектировали бы квадратъ FGHI, диаметры 
AB и ВЕ и точки 1,, 2,, 1 и 2, проекщи лишй El, Е2 и В1и В2Х 

пересекутся въ точкахъ пх и т1} которыя будутъ принадлежать эллипсу— 
проекщй круга ABBE. 

На чертеже 235 такимъ способомъ построена точка 2V,, причемъ: 

' 3 

3-й способъ (черт. 234 справа). 
Впипнемъ въ кругъ квадратъ АВВЕ. Проведемъ случайную лишю 

КХВХ ¡1  АВ и заметимъ точки Вх и М2 пересечения ея со сторонами ЕВ 
и ВВ. 

Соединимъ точки Е съ М2 и В съ Ьх. Точка 2Гг пересечения линии 
ЕМ2 и ВВХ будетъ принадлежать окружности круга, такъ какъ уголь 
ВЖЕ является прямымъ и опирается на дп'аметръ ВЕ. Доказательство 
этого сдедуетъ изъ теоремы, что три перпендикуляра (ЕВ, М3РХ и ВЖ2), 
опущенные изъ вершинъ треугольника (ВЕШ2) на противолежашдя 
стороны, пересекаются въ одной точке. 

Проектируя квадратъ АВВЕ на любую плоскость, можно въ этой 
плоскости сделать построешя, аналогичныя вышеуказаннымъ и найти точку 
п2, принадлежащую эллипсу—проекщи круга. 

Пусть аМе — параллелограммъ, являющийся проекцией квадрата 
АВВЕ; проводит кх1х || аа1 и находимъ точки 1г и т2 пересечешя Ых 

съ Ъе и М. 
Соеднняемъ е съ т2 а Ь съ 1Х. Точка п2 пересечешя лиши Ых съ 

ет2 и будетъ искомой. 
На чертеже 235 подобнымъ способомъ построена точка п2', п2. 
Проводимъ кх1х \\ ас1. Находимъ точки 1Х и т2 пересечения кх1х съ ес1 

и М. Соединяешь е съ т2, а Ъ съ I, и замечаемъ точку п2 пересечения 
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линш ет2 съ Ых. Точка п2 и будетъ горизонтальной проекцией точки 
принадлежащей кругу. Вертикальная проекщя « 2 ' найдется на линш 
е'т2' '). 

§ 17. Кривыя линш двоякой кривизны. 

а) Проектированге елучайныхъ кривыхь лингй. 

Кривая лишя двоякой кривизны задается двумя ея проекциями и обо­
значениями одной или нъчжолькихъ ея точекъ (черт. 236). Обозначение 

d 
Черт. 236. Черт. 237. 

точекъ въ проекщяхъ необходимо бываетъ тогда, когда можеть возник­
нуть сомвгБше, какая часть одной проекции кривой соотв'Ьтствуетъ какой 
части другой проекции. Напримъръ, если не обозначать точекъ проекции 
кривой, изображенной на чертежв 237, то является подобнаго рода не­
определенность задания: точка а горизонтальной проекции можеть со­
ответствовать точке Ь' вертикальной проекции. 

Обозначешя же, приведенный на чертеже 237 устраняють эту неопре­
деленность. 

Если требуется определить истинную длину кривой лиши двоякой 
кривизны, то можно поступить сльдующимь образомъ (черт. 238). 

Проводит черезъ точки данной кривой АК рядъ линий, параллель-

') Д р у и е способа построения проекций круга см. О. Richter „Kreis und Kugel 
in senkrechter projektion" Leipzig. 1908. 

H. Рывжвь. 11 
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ныхъ другъ другу и, напримеръ, перпендикулярныхъ къ П. Совокупность 
этихъ лиши образуетъ некоторую цилиндрическую поверхность, которая 
пересЬчетъ И по линш аЬ. . . гк. 

Разогнеыъ или, имикъ говорятъ, развернемъ эту поверхность въ пло­
скость, и пусть выпрямленный видъ ея, или ея развертка, изображенъ 
на черт. 239, и на развертку перенесены также точкп данной кривой. 

Тогда длина плоской кривой Л И Ш И АБС. , .К, изображенной на 
развертке, и будетъ равна истинной длине данной кривой Л И Ш И двоякой 
кривизны. 

Черт. 238. Черт. 239. 

Измерить же длину плоской кривой лиши съ точностью, достаточной 
для практики, можно, напримеръ, разбивъ ее на участки АБ, ВС, СВ 
и т. д., мало отличающиеся отъ прямыхъ лишй, и выпрямивъ затемъ 
ломаную линию АВСВ, . .К (см. стр. 152). 

На черт. 240 изображено несисолько пространственныхъ кривыхъ. и 
показаны ихъ проекции на плоскость Н. 

Кривая ABC DE проектируется въ случайную кривую же линш abcde. 
Проекции изображенныхъ на черт. 240 кривыхъ имеютъ, такъ назы-

ваемыя, особенный точки. Напримеръ, кривая FGI, переходя изъ пер-
ваго угла пространства во второй, касается V въ точке G и инееть въ 
этой точкЬ себе касательную прямую GGr 

Проекция fgi кривой, переходя съ передней полы H на заднюю полу, 
гсоснется оси ОХ въ точке д, служащей проекцией точки G. 

Точка g называется точкой перегиба кривой fgi. 
Третья, изображенная на чертеже 240, кривая KLM, переходя изъ 

перваго угла во второй, касается V въ точке L, при чемъ касательная 
къ кривой въ этой точке перпендикулярна къ В. 

Проекция Ыт кривой касается оси ОХ въ точке I, которая назы­
вается точкой возврата кривой Шт. 
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Если кривая NOP Q OR, двлая Н Е С К О Л Ь К О завитковъ въ пространстве, 
касается сама себе въ одной и той же точке О, то и витки проекции 
ея nopqor будутъ касаться другъ друга въ Т О Ч К Е О , проекщи точки О, 
Точка о называется точкой повторения кривой nopqor. 

Наконецъ, если кривая STU WTY въ пространстве пересвкаетъ сама 
себя въ какой-нибудь точке Т, то и проекщя stimty этой кривой пере-
секаетъ сама себя въ точке t, проекции точки Т. 

Точка t называется кратной точкой кривой stuwty. 

Черт. 240. 

Такъ какъ одна параллельная проекщя не определяегь проектируе­
мой формы, то проекщи кривыхъ изображенныхъ на чертеже 240 могутъ 
соответствовать различнымъ кривымъ, начерченнымъ на проектирующихъ 
ихъ цилиндрахъ. 

Ъ) Цроекцш цилиндрической винтовой лиши. 

Среди различныхъ кривыхъ лишй двоякой кривизны наибольшее при­
менение въ технике имеютъ цилиндрическая винтовыя линги, изображе­
ние и некоторый свойства которыхъ мы здесь въ виде примера и раз-
смотримъ. 

Цилиндрической винтовой линией называется такая литя , которая 
образована движешемъ точки, вращающейся вокругь прямой лиши II 
(черт. 241) и совершающей кроме того поступательный движения парал­
лельно оси II, при чемъ поступательный движешя параллельно оси про-
порпдональны угловымъ перемещен1ямъ вокругъ оси. Линия II назы­
вается осью винтовой лити. 

Разстояше точки до оси II называемая радгусомъ винтовой лити. 
Литая, образованная движешемъ точки по такому закону, очевидно, 

можетъ быть начерчена на поверхности прямого кругового цилиндра 
и * 
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того же раддуса, что и винтовая лишя, и съ той же осью II. Точка, 
образующая своимъ движешемъ винтовую лишю, сдЬлавъ полный оборотъ 
вокругь оси цилиндра, придетъ опять на ту же производящую цилиндра, 
съ которой она начала свой путь. 

Длина винтовой линш между смежными точками ея, лежащими на 
одной и той же производящей цилиндра, называется длиной одного обо­
рота винтовой лингей. Наприм'Ьръ, на черт. 241 изображенъ одинъ 
оборотъ винтовой лиши и длина его будетъ 1, 2, 3 . . . 17. 

Разстояше между точками 1 и 17, лежащими на одной и той же 
производящей цилиндра, называется шагомъ винтовой линш. 

Разсмотримъ, какъ построить проекщи винтовой лиши по даннымъ: 
радаусу ея г, шагу Ь и оси II. 

Пусть (черт. 242) ось II винтовой лиши перпендикулярна къ Н и 
задана ея проекщями гг, гН'. 

Такъ какъ всъ точки винтовой отстоять отъ оси II на одно и то же 
разстояше г, то всъ точки проекщи винтовой на Н будутъ отстоять на одномъ 
и томъ же разстояши отъ И, т. е. винтовая лишя спроектируется на Н 
въ кругъ радиуса г съ центромъ въ и. 

Пусть начальное положение точки, образующей своимъ движешемъ 
винтовую линию, будетъ 1 (11'), совпадающее съ Н. 

Раздъ\лимъ кругъ на некоторое число, наприм^ръ, на 16 равныхъ 
частей и примемъ точки 2, 3, 4 . . . двлешя за проекщи точекъ винтовой. 

Если шагъ винтовой равенъ длине Ь, то при переходе точки изъ по-
ложешя 1 во 2, она поднимется надъ Н на высоту ^ , при переходе 

изъ 1 въ б — на высоту ^ и т. д. 
Поэтому возвышеше вертикальной проекщи 2' точки 2 надъ ОХ бу-

деть равно ^ , возвышеше точки 3' надъ осью будетъ равно ^ и т. д. 
Построивъ такимъ образомъ вертикальныя проекщи 1', 2', 3'... и т. д. 

точекъ винтовой, соединимъ ихъ плавной кривой, которая и будетъ слу­
жить вертикальной проекщей винтовой лиши. 

Нетрудно показать, что эта проекщя будетъ синусоидой. 
Примемъ за оси коордияатъ лиши ОХ и г'г' и обозначимъ коорди­

наты какой-нибудь точки 3' черезъ х и у, а уголь поворота точки 3 отъ 
начальнаго лоложешя 1 черезъ 9. 

Тогда изъ чертежа имеемъ: 

А 2 -
х = г вгп а: = — , 

т У <р 

откуда 2т: 
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и, наконецъ. 
2 -

х = г . sin ~Y • У -~ уравнение синусоиды. 

Точка, образующая своимъ движеннемъ винтовую лишю, можетъ вра­
щаться вокругъ оси II по направленно движешя часовой стрелки или 
противъ, если смотреть по оси II въ направлений удаления точки. Пер-
ваго рода движете даетъ винтовую называемую извивающейся вправо, 
движете противоположное даетъ винтовую извивающуюся влтъво. Въ 
техник^ применяютъ главнымъ образомъ винтовыя лиши извиваюищяся 
вправо; такая лишя п изображена на черт. 241 и 242. 

Разрежемъ цилиндръ, на которомъ начерчена винтовая лишя, по ли­
ши 1,17 и развернемъ его поверхность въ плоскость (черт. 243). На 
развертке эта поверхность изобразится въ виде прямоугольника, высота 
котораго равна шагу h винтовой, а основание равно длине дуги круга-
гориьонтальной проекции винтовой. 

На основаши закона образования винтовой мы имеемъ изъ черт. 242 

у_ h_ 
9 2тг ' 

пли у h 
дуге 1,3 2~г 

Но дуга 1,3 на чертеже 243 изображается въ виде отрезка 1,3 оено-
вашя прямоугольника развертки. 

Если на этой развертке изобразить и развертку винтовой лиши, то 
для любой точки этой развертки должно иметь место равенство подоб­
ное только что написанному. А это показываеть, что на развертке вин­
товая линия изобразится въ виде прямой лиши (диагонали) 1,17 прямо­
угольника. 

Длина этой диагонали будетъ равна истинной длине одного оборота 
впнтовой лиши, а уголъ наклона диагонали къ высоте прямоугольника, 
равенъ углу наклона винтовой къ производящимъ цилиндра 

Изъ геометрий известно, что уголъ между винтовой лишей и произ­
водящей цилиндра равенъ углу между касательной къ винтовой въ той 
же точке и той же производящей. 

Поэтому все касательный въ любыхъ точкахъ винтовой лиши будутъ 
одинаково наклонены къ производящимъ цилиндра, а, следовательно, бу­
дутъ наклонены и къ Я подъ однимъ и темъ же угломъ я, равнымъ углу 
наклона диагонали прямоугольника (черт. 243) къ его основашю. 

Разсмотримъ проекции касательной къ винтовой въ какой-нибудь 
точке 3 (черт. 242). Пусть точка М будетъ горизонтальнымъ следомъ 
этой касательной. 
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Въ пространстве линия 313 является гипотенузой прямоугольнаго 
треугольника Ж32У, однимъ катетомъ котораго служить отр4зокъ З'и', а 
другимъ — тп, который будетъ горизонтальной проекщей касательной и 
называется подкасательной 313. 

Длина этой подкасательной равна: 

тп = у Шд я. 

Изъ чертежа же 243 имеемъ 

1,3 =уЫда, 

и сравнивая съ только что полученнымъ выражешемъ, получаемъ: 

1,3 = тп; 

отсюда вытекаетъ следующая теорема. 
Теорема 17. Длина подкасательной къ винтовой равна выпрямленной 

дуге круга горизонтальной проекции винтовой отъ начальной точки до 
проекции точки касания. 

Пользуясь этой теоремой, можно легко строить' проекщи касатель­
ной въ любой точке винтовой лиши. 

Напримеръ, чтобы построить касательную въ точке 3 (черт. 242), 
проводимъ въ точке 3 прямую, касательную къ кругу, и откладываемъ 
на ней отрезокъ тЪ равный выпрямленной дуге 1,3. Находимъ точку 
т' на оси ОХ и соединяемъ т1 съ точкой 3'. Прямая т ' З ' будетъ вер­
тикальной проекцией касательной. 

На черт. 242 изображены проекщи винтовой лиши, когда ось ея 
перпендикулярна къ Н. 

Если же эта ось будетъ занимать иныя положения, то и проекции 
винтовой будуть иметь иную форму. 

На черт. 244 изображенъ одинъ изъ вндовъ проекций винтовой въ 
случае, когда винтовая повернута вокругъ оси / 2 7 2 _]_ V на уголъ 90°—я, 
где я—уголь наклона винтовой къ Н, или, что то же — уголъ наклона 
къ Н касательной къ винтовой въ точке 3. 

После поворота винтовая на V спроектируется въ виде синусоиды 
той же формы, какъ и до поворота, а на Н—въ видЬ кривой съ точкой 
возврата 3,. 

Если мы повернемъ винтовую вокругъ той же оси но на уголь 
меньший 90°—а, то проекщя винтовой изобразится въ виде петлеобраз-
ныхъ кривыхъ подобныхъ кривымъ П или Ш по черт. 245. При угле 
поворота большемъ 90° — а, горизонтальныя проекщи винтовой будуть 
подобны кривой V (черт. 245). 
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Наконецъ, если уголъ поворота будетъ равенъ 90°, то винтовая на 
V и на Н спроектируется въ виде синусоиды типа V I (черт. 245). 

Черт. 244. Черт. 245. 

§ 18. Виды наиболЪе примЪняемыхъ въ техник* нривыхъ поверхно­
стей и способы задашя ихъ въ проекщяхъ. 

а) Общгя понятгя. 

Въ Начертательной Геометрш каждая кривая поверхность разсматри-
вается, какъ совокупность последоватедьныхъ положетй лиши, движу­
щейся въ пространств^ по определенному закону *). 

*) Въ этомъ отношеши Начертательная Геометрия отличается отъ Аналитиче­
ской Геометрш, въ которой кривая поверхность определяется, какъ геометриче­
ское мъсто точекъ, координаты которыхъ должны удовлетворять некоторому урав­
нению. Однако, изображать поверхность точками затруднительно, почему въ Начер­
тательной Геометрш н принято изображать поверхность при помощи ея произво-
дящихъ. 
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Линия, образующая своимъ движешемъ поверхность, называется обра­
зующей или производящей этой поверхности. 

Всъ кривыя поверхности можно разделить на два класса, положивъ 
въ основу классификации видь ихъ производящихъ: 

1. Поверхности съ прямыми производящими, т. е. образованный дви­
жешемъ прямой лиши, какъ напримеръ, цилиндрическая поверхность 
(черт. 246), образованная вращешемъ прямой лиши АВ вокругъ парал­
лельной ей оси II. 

2. Поверхности съ кривыми производящими, т. е. образованный дви­
жешемъ кривой лиши, какъ напримъръ, шаровая поверхность, образо­
ванная вращешемъ круга С1В1 (черт. 247) вокругъ своего диаметра II. 

Одна и та же поверхность можетъ быть образована движешемъ раз-
личныхъ лиши по разнымъ законамъ. Напримъръ, цилиндръ, изображен­
ный на черт. 246 можетъ быть образованъ движешемъ круга ВВ, 
центръ котораго скользить вдоль оси II и плоскость котораго остается 
все время перпендикулярной къ II. Шаръ, изображенный на черт. 247, 
можетъ быть образованъ движешемъ круга АСВВ, центръ котораго сколь­
зить вдоль оси II, плоскость котораго остается перпендикулярной къ / / , 
а радаусъ изменяется по некоторому закону и т. д. 

Поверхности съ прямыми производящими называютъ также линейча­
тыми, т. е. образованными линиями, которыя можно проводить по пря­
мой линейке. 

Если смежныя прямолияейныя производящий кривой поверхности па­
раллельны другъ другу или пересекаются другъ съ другомъ, то такую 
кривую поверхность можно развернуть въ плоскость, вращая плоские 
элементы этой поверхности вокругъ последовательныхъ производящихъ 
до совмещешя съ плоскостью одного изъ нихъ. 

Поверхности, обладающая такимъ свойствомъ, называются разверзае­
мыми. 

В 

Черт. 246. Черт. 247. 
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\ скю. ноиды. ные цилиндры 
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5)Овоидальныо. 
шя. 

5)Овоидальныо. — — — — 5) Двухъосные 
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6)Гиперболоиды 
вращен'ш. 
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Если же поверхность не заключаетъ въ себе прямолинейныхъ произ-
водящихъ, или, если ея смежныя прямолинейныя производящая не парал­
лельны другъ другу и не пересекаются, то такпя 
поверхности нельзя развернуть въ плоскость, и О Н - Б 
называются неразверзаемыми или косыми. 

Въ таблиц-в, помещенной на стр. 170, перечи­
слены те изъ поверхностей, которыя въ дальней-
шемъ нами будутъ разсмотрены '). 

Кривую поверхность можно образовать не только 
движешемъ лиши, но и движешемъ какой-нибудь Ч е р т " 2 4 а 

поверхности, которая въ этомъ случае называется образующей поверх­
ностью. 

Образуемая такимъ образомъ поверхность будетъ обертывать различ­
ный положения образующей поверхности и называется по отношению къ 
последней обертывающей поверхностью. Напримеръ, на черт. 248 изо-

Черт. 249. Черт. 250. 

браженъ шариковый подшипникъ, состоящий пзъ ряда стадьныхъ шари-
ковъ, заключенныхъ въ двухъ цидиндрическихъ обоймахъ, поверхности 
которыхъ и являются обертывающими шарики. 

При изображении кривыхъ поверхностей въ ортогональныхъ проек-
пиямъ мы будемъ часто пользоваться изображениями контуровъ видимости 
поверхностей относительно каждой плоскости проекции. 

1) Классификация эта, съ некоторыми нашими дополнениями, заимствована изъ соч. 
В . Курдюмова «Куреъ Начертательной Геометрии». ОТДЕЛ* I, часть II. С П Б . 1897 г. 



172 О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Й П Р О Е К Щ И К Р И В Ы Х Ъ ЛИН1Й И П О В Е Р Х Н О С Т Е Й . II. 

Контуромъ видимости поверхности относительно И или V назы­
вается лишя касашя поверхности сь обертывающимъ ее цилиндромъ, 
производящая котораго перпендикулярны къ В или къ V. 

Наприм^ръ, шаръ (черт. 249) въ проекщяхъ (черт. 250) изобра­
жается часто двумя кругами-проекщями круговъ AGDF и ABBE ка-
сашя шара съ цилиндрами М и N перпендикулярными къ Н и къ V. 
Кругъ AGBF является контуромъ видимости шара относительно В, а 
кругъ ABBE—контуромъ видимости шара относительно V. 

S' 

X 

Черт. 251. Черт. 252. 

Въ частномъ случае цилиндръ касания можетъ превращаться въ пло­
скость, какъ наприм'Ьръ, при построенш контура видимости на V конуса 
стоящаго на Н (черт. 251 и 252). Въ этомъ случай цилиндръ, оберты-
ваюищй конусъ и проектирующей его на V, превращается въ две пло­
скости Л', и А т

2 , касательныя къ конусу и перпендикулярныя къ V. 
Третьей плоскостью будетъ плоскость основашя конуса, т. е. П. 

Контуромъ видимости конуса на V будетъ треугольникъ А&В 
(черт. 251), а на В—кругъ АВ. 

Перейдемъ теперь къ разсмотр-внш различныхъ видовъ кривыхъ по­
верхностей, наиболее применяемых! въ технике. 

Ь) Поверхности цилиндрическгя или цилиндры. 

Такого рода поверхности образуются движешемъ прямой лиши АВ 
(черт. 253), во всйхъ своихъ положешяхъ остающейся параллельной 
некоторому данному направлению ВРи причемъ конецъ АВ скользить 
по данной кривой лиши АС, называемой направлякпцей цилиндра. 
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На черт. 254 подобнаго рода цилиндрическая поверхность случай-
наго вида изображена въ проекщяхъ, причемъ дана криволинейная ея 
направляющая АС и направлеше производящихъ РРХ. Чтобы по­
строить производящую цилиндра, проходящую черезъ любую точку С 

Черт. 253. Цилиндрическая поверх- Черт. 254. Цилиндрическая поверх­
ность, ность. 

направляющей, следуете черезъ эту точку провести лишю, параллель­
ную направленш РРХ. На чертеж^ построенъ рядъ такихъ производя-

Черт. 255. Прямой вру- Черт. 256. Цилиндрическая зубча-
говой пилиндръ. тыя колеса. 

щихъ. Если мы найдемъ с льды М, N и т. д. этихъ производящихъ на 
одной изъ плоскостей проекщй и соединимъ эти сл-вды плавной кривой, 
то получимъ лишю, называемую слпдомъ поверхности на плоскости 
проекщй. На черт. 254 построенъ стьдъ МЛ' (тп. т'п') цилиндра на 
плоскости Н. 
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Если мы разсЬчемъ цилиндръ плоскостью нормальной къ направле­
нию его производящихъ, то получимъ въ сЪ-
ченш кривую лиипю, называемую нормаль- 1 
нымъ сгьченгемъ цилииндра. Въ зависимости Рлз°™Х й 

по V) 0. 
отъ вида кривой нормальнаго съчешя ци­
линдры разделяются на: 

1) круговые, 
2) эллиптичесше, 
3) параболические, 
4) овоидальные и др. 

О-

4 I 
-в боковой 

<*>АСЛДЬ. 

Черт. 257. Цилиндрический подшипникъ. Черт. 258. Цилиндрическая 
флянцевая труба. 

На черт. 255 изображенъ въ проекцпяхъ цплиндръ кругового нормаль-
наго евчешя. 

Черт. 259. Цилпвдрическш свода. 
Черт. 260. Звено цилиндри­
ческой (овоидальной) водо­

сточной трубы. 

Цилиндрический поверхности находятъ себе широкое применеине въ 
практике, напримеръ, въ зубчатыхъ колесахъ (черт. 256), въ подшипни-
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кахъ (черт. 257), въ флянцевыхъ трубахъ (черт. 258), въ сводахъ 
(черт. 259), въ водосточныхъ трубахъ (черт. 260) и т. д. 

с) Поверхности коническгя или конуса. 

Коническая поверхности образуются движенпемъ прямой линии Лв 
(черт. 261), при веЬхъ своихъ положеннн^ихъ проходящей черезъ одну и 
ту же точку в, называемую вершиною конуса. Другой конецъ произво­
дящей Ав скользить по некоторой кривой лиши АС, называемой на­
правляющей конуса. 

S' 

Черт. 261. Коническая Черт. 262. Коническая 
поверхность. поверхность. 

На черт. 262 подобнаго рода коническая поверхность съ направляю­
щей АС и вершиною S задана въ ортогональныхъ игроекщяхъ. Зада­
димся рядомъ точекъ В, Е, G, В на направляющей АС и соединимъ ихъ 
прямыми лишями AS, BS, ES и т. д. съ вершиною конуса. Эти лиши 
будутъ производящими конуса. Построимъ следы этихъ производящихъ, 
наприм^ръ, на плоскости В и соединимъ ихъ плавной кривой MN. Ле­
т я MN называется горизонталънымъ слгьдомъ конуса. Подобнымъ же 
образомъ можно построить и вертикальный слт>дъ конуса. 

На черт. 252 изображенъ прямой круговой конусъ, стояпцй на Н. 
Ось SI этого конуса перпендикулярна къ направляющему кругу ABC 
и проходмиъ черезъ его центръ. Если бы вместо круга мы взяли эллилсъ, 
то получили бы эллиптический конусъ. Конические поверхности часто 
применяются въ технике, напримеръ, для очертания арокъ (черт. 263), 
зубчатыхъ колесъ (черт. 264) и т. д. 

На черт. 265 показано применение эллиптическаго конуса 8АСяш 
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очертавдя железно-дорожной насыпи у С Г Б Н К И SBD каменнаго устоя. У 
этой С Г Б Н К И плосшй откосъ 

Черт. 263. Коническая арка. колеса. 

применить поверхность F эллиптическаго конуса SAG, касательнаго 
къ обоимъ откосамъ по лишямъ SA я. SC. 

Черт.. '265, Сопряжете откосовъ земляного полотна при помощи элпиптическаго 
конуса. 

о!) Поверхности съ ребромъ возврата. 

Представимъ себе въ пространстве кривую линш двоякой кривизны 
1, 2, 3 . . . 8, 9 (черт. 266). Намътимъ на этой кривой лиши рядъ точекъ 
1, 2, 3 . . . 8, 9 и соединимъ эти точки последовательно между собой 
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прямыми лпшями. Тогда мы получимъ многоугольник!., вписанный въ 
кривую линш. Продолжимъ стороны этого многоугольника; совокуп­
ность этихъ сторонъ образуете ребра 
нькотораго многогранника 123 . . . 
89вЕЕ . . . А\. Будемъ теперь 
увеличивать число сторонъ много­
угольника, вписаннаго въ кривую 
линш, уменьшая длину ихъ. Тогда 
стороны многоугольника будутъ при­
ближаться къ касательнымъ къ кри­
вой въ точкахъ дъ\лешя, а ребра 
многогранника — къ производящимъ 
некоторой кривой поверхности. Въ 
пределе, стороны многоугольника со-
впадутъ съ касательными къ кривой 
лиши, и многогранникъ превратится 
къ кривую поверхность, образованную совокупностью касательныхъ къ 
кривой лиши въ разныхъ ея точкахъ. Иначе такую поверхность можно 
представить себе образованной перекатывашемъ прямой лиши по кривой, 
причемъ прямая постоянно остается касательной къ кривой лиши. 

Такъ какъ каждую каса­
тельную можно продолжить 
по обе стороны отъ точки 
касашя, то можно образовать 
две части или полы поверх­
ности, лежапця съ разныхъ 
сторонъ кривой лиши, назы­
ваемой ребром* возврата по-

Черт. 266. Поверхность съ ребромъ 
возврата. 

Черт. 267. Разверзаемый гели-
соидъ. Черт. 268. Разверзаемый гелисоидъ. 

верхности. Самая же поверхность, образованная такимъ образомъ, на­
зывается поверхностью съ ребромъ возврата, которая принадлежитъ къ 
поверхностямъ разверзаемымъ, такъ какъ каждая пара снежяыхъ ея про-
изводящихъ пересекается между собой. 

Въ зависимости отъ вида ребра возврата изменяется и форма поверх-
Н. Р ы м п . 12 
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ности. Если ребро возврата является винтовою цилиндрической лишей, 
то при перекатывании по ней касательной образуется «разверзаемый 
гелисоидъ* (черт. 267). Для задашя его въ проекщяхъ достаточно пока­
зать проекщп винтовой линии. Имъя таковыя, нетрудно провести въ 
разныхъ точкахъ винтовой лиши касательныя къ ней, какъ было объ-

Черт. 269. Разверзаемые кольцевой гелнсоидъ. 

яснено на стр. 167. Совокупность этихъ касательныхъ и образуетъ раз­
верзаемый гелисоидъ. На черт. 268 изображена въ проекщяхъ одна 
пола разверзаемаго гелисоида, соотвътствующаго одному обороту винто­
вой лиши, и построенъ сл^дъ \А7А13 его на плоскости Н. 

Представимъ себе круговой цилиндръ, одноосный съ винтовой ли­
нией, ребромъ возврата гелисоида, но диаметра болыпаго, нежели вин-
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товая линия. Нетрудно показать, что такой цилиндръ разсьчетъ гели-
соидъ по цилиндрической винтовой лиши того же шага, что и ребро 
возврата. Доказательство слт>дуетъ изъ того, что отрезки производящихь 
гелисоида между ребромъ возврата и цилиндромъ всЬ одинаковой 
длины, всъ одинаково наклонены къ Н, всъ касательны къ ребру возврата, 
и одинъ конецъ ихъ скользитъ по ребру возврата; следовательно и другой 
кояецъ будетъ также описывать винтовую цилиндрическую линш того 
же шага, что и ребро возврата. Гелисоидъ, ограниченный ребромъ воз­
врата и упомянутой лишен съчешя называется разверзаемы.т кольцевымъ 
гелисоидомъ (черт. 269). 

Черт. 270. Поверхность одинаковаго ската въ применении къ очертанию откосовъ 
железнодорожной насыпи на кривой и на уклоне. 

Другимъ прим^ромь поверхности съ ребромъ возврата можетъ слу­
жить поверхность одинаковаго ската, применяемая для очертания отко­
совъ железнодорожной насыпи на уклоне и на кривой (черт. 270). Все 
производяищя MyS^ MJSJ . . . M5SS одинаково наклонены подъ некото-
рымъ угломъ а къ данной плоскости Н и касательны къ некоторой 
линш MTMS—ребру возврата этой поверхности. 

Если кривая SiSi является бровкой насыпи, то ту же поверхность 
откоса ея можно представить себе образованной еще и ейдующимъ обра-
зомъ. Пусть въ пространстве движется прямой круговой конусъ, ось 
котораго остается все время вертикальной, производящая наклонены подъ 
угломъ я къ горизонту, а вершина 8 скользитъ по лиши St8f. 

12* 
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Тогда кривая поверхность, обертывающая различный положения 
этого конуса, и будетъ поверхностью одинаковаго ската, которая, ка­
саясь различных! конусовъ по ихъ производящим!, будетъ иметь свои 
производящий наклоненными подъ однимъ и тъмъ же угломъ а къ плос­
кости В. Часть поверхности одинаковаго ската между двумя смежными 
производящими можно, съ извъстнымъ приближешемъ, разсматривать 
какъ коническую поверхность. Наприм^ръ, поверхность А^Аь8ъвА можно 
считать образованную движешемъ лиши Ж 4 5 4 , проходящей черезъ 
точку Ж 4 , и во всЬхъ своихъ положешяхъ остающейся одинаково накло­

ненной къ И. При такихъ усло­
вий хъ образуется поверхность 
прямого кругового конуса съ 
осью Ж 4?н 4 , перпендикулярной 
къ Н. 

Сучение этого конуса С ! Н 
дастъ дугу круга АкАъ съ 
центромъ въ точке тк. Продол­
жая разсуждешя подобнымъ же 
образомъ, мы, съ известнымъ 
приближешемъ. можемъ гори­
зонтальный следъ Ах—А^ по­
верхности одинаковаго ската 
принять составленнымъ изъ вза­
имно касательныхъ дугъ круговъ 

А1А2, А2А3, АгАк и АААЪ съ центрами въ точкахъ тг, т2, т3 и ту 

На черт. 271 поверхность одинаковаго ската изображена въ цро-
екщяхъ. Задана направляющая лишя $,5,., и данъ уголъ а наклона 
производящихъ конуса къ В. 

Для построения горизонтальная следа и производящихъ поверхности 
поступаемъ следующимъ образомъ. Задаемся рядомъ положений движу­
щегося конуса и строимъ круги—следы ихъ на В. 

Проводим! по лекалу линию а,—а е , обертку этихъ следовъ, которая 
и будетъ служить горизонтальнымъ следомъ поверхности одинаковаго ската. 

Для построения любой производящей этой поверхности проводим! 
изъ какой нибудь точки « 3, горизонтальной проекции одной изъ вер-
шинъ движущегося конуса, нормаль къ кривой а х а 6 , т. е. радиусъ « 3 « а 

круга съ центромъ въ з3, проведенный въ точку а3 касашя этого круга 
съ оберткой. Находимъ точки &3 и аг' на V. • Линия 83А3 и будетъ 
искомой производящей. Ту же производящую можно было бы найти 
еще и следующимъ образомъ. Проводим! черезъ точку 5 3 касательную 
83В къ кривой и находимъ горизонтальный следъ В ея. 
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Проводимъ черезъ точку В линию, касательную къ кругу основания 
конуса 5 Э . 

Точка касания А3 съ точкой! £ 3 и определить искомую производя­
щую 83А3. Доказательство следуетъ изъ того, что плоскость 83ВА3 бу-
детъ общей касательной какъ къ конусу, такъ и къ поверхности одина­
ковая ската. 

На чертеж1! 271 построенъ рядъ производящнхъ й ^ , , 83А^ и т. д. 
поверхности. 

е) Гиперболические параболоиды или косыл плоскости. 

Представимъ себе въ пространстве две прямыя лиши А В и СВ, 
яе лежащия въ одной плоскости (черт. 272). Соединимъ концы этихъ 

Черт. 272. Гиперболическш параболоидъ пли косая плоскость. 

линий прямыми АВ п ВС, которыя также не будутъ лежать въ одной 
плоскости. Проведемъ черезъ дишю СВ плоскость О параллельную АВ. 
Разсечемъ теперь лиши АВ и СВ рядомъ плоскостей, параллельныхъ (), 
и соединимъ полученныя точки пересечения прямыми линиями, которыя, 
очевидно, будутъ параллельны плоскости (). Далее, проведемъ черезъ ВС 
плоскость В, параллельную АВ, разсечемъ лиши АВ ж ВС плоскостями, 
параллельными Р, и соединимъ полученныя точки пересечешя прямыми 
лишями. которыя, очевидно, будутъ параллельны Р. 

Все упомянутыя лиши образуютъ кривую поверхность, называемую 
шперболическимь параболоидомъ или косою плоскостью. Линии АВ, СО, 
АВ, ВС и друичя вышеупомянутая—называются производящими этой 
поверхности. Плоскости Р и О, параллельно которымъ располагаются про-
изводяпця, называются плоскостями параллелизма косой плоскости. 
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Косую плоскость можно представить также образованную движе­
нием! производящей прямой лпн1и (72). постоянно пересекающей две 
не лежащий въ одной плоскости прямыя АВ и ВС а постоянно 
остающейся параллельной плоскости О. Въ этомъ случае линш АВ и ВС 
называются направляющими косой плоскости. 

Ту же косую плоскость можно образовать и движешемъ производя­
щей прямой лиши ВС, постоянно пересекающей две, не лежащий въ 
одной плоскости, прямыя АВ и ВС и постоянно остающейся параллель­
ной плоскости Р . Въ этомъ случав лиши АВ и СВ называются напра­
вляющими косой плоскости. 

Черт. 273. Гиперболический параболоидъ пли косая плоскость. 

Часто лиши АВ и СВ называютъ производящими одного направле­
ний, а линш АВ и ВС—производящими другого направлений. 

Если плоскости параллелизма Р и взаимно перпендикулярны, 
какъ это и показано на чертеже 272, то косая плоскость называется 
прямою. Въ противномъ случае она называется наклонною. 

На каждой паре смежныхъ производящихъ всегда можно отыскать 
две ближайшня другъ къ другу точки (см. стр. 78). 

Лиипя, соединяющая все подобныя точки на кривой поверхности, 
называется лингей сжатхя поверхности, и такъ какъ на поверхности 
имеется дв4 системы производящихъ, то, следовательно, на ней будетъ 
и две линш сжатия. 
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На черт. 272 изображены таковыя лиши сжатия MN и ВС для 
прямой косой плоскости. Въ этомъ случаъ лиши сжатия превращаются 
въ прямыя лиши, перпендикулярныя къ плоскостямъ параллелизма. 

На черт. 273 изображен! общШ видь гиперболическая параболоида 
или косой плоскости. 

Черт. 27-И. Гиперболический параболоидъ или косая плоскость. 

На черт. 274 косая плоскость изображена въ проекпдяхъ въ разныхъ 
видахъ. Задана она направляющими ЛВ и СВ, параллельными пло­
скости О,, и производящими АВ и ВС, параллельными плоскости Р. 
Плоскости Р и О выбраны перпендикулярными къ В. 

Такъ какъ Р не перпендикулярна къ О, то следовательно задана 
наклонная косая плоскость. Для того, чтобы построить случайную про-
изводащую, наприм^ръ, параллельную Р и проходягдую черезъ точку & 
лиши СВ, проводимъ черезъ 5 плоскость параллельную Р. и находимъ 
точку В пересечения этой плоскости съ АВ, Линия в В и будетъ 
искомой. 
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На черт. 272 изображены проекции косой плоскости на следующих! 
плоскостяхъ проекций: 

Черт. 275. Применение 
косой плоскости къ обра­

зованию крыши. 

Черт. 276. Черт. 277. 
Прпмънеше косой плоскости къ образованию набе-

решныхъ. 

ВВ, 5) и3±_Н 1) Р, 2) В, 3) и,±Н и ± Р , 4) и,1_Н и 
и \\АС, 6) Ь\±Н 4 1 $ . 

Косая плоскость довольно часто применяется на 
практике. 

На черт. 275 показано применение ея къ образо­
ванию двухъ боковыхъ скатовъ крыши, перекрываю-
идей здание, имеюицее въ плане видъ трапещи, при-
чемъ конёкъ крыши горизонтальный. 

На черт. 276 и 277 показано два примера при­
менения косой плоскости для ограниченней боковой 
стенки набережной при переходе отъ наклонной 
ея грани къ вертикальной. 

На черт. 278 показано применеше косой пло­
скости къ образований поверхности лопасти колеса 
ветряной мельницы. 

I) Цилиндроиды. 
Черт. 278. Приме­
нение косой пло­
скости къ образо­
ванию поверхности 
крыла вётрянон 

мельницы. 

Цилиндроидомъ называется поверхность, образо­
ванная движешемъ производящей прямой лишп АВ 
(черт. 279], концы которой скользятъ по двумъ не 
лежанцимъ въ одной плоскости кривымъ направляю­

щим! АВ п СВ, и которая постоянно остается параллельной некоторой 
плоскости Р , называемой плоскостью параллелизма цилиндроида. 

Для изображешя цилиндроида въ проекщяхъ (черт. 280) необходимо 
задаться проекциями его направляющихъ АВ и СВ и плоскостью 
параллелизма Р , или же вместо Р положенпемъ двухъ производящих!, 
например! АВ и ВС, такъ как! тогда легко определить плоскость Р , 
параллельную АВ и ВС. 
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Черт. 279. Цилиндроида. 

Для построения случайной производящей цилиндроида поступаем! 
сл-вдующимъ образомъ. Если плоскость параллелизма цилиндроида за­
дана случайно, то сначала, при помощи метода перемены плоскостей 
проекций, переходимъ къ такой систем-!, въ которой плоскость Р заняла 
бы положение, перпендикулярное 
къ одной изъ плоскостей проек­
ции. 

На черт. 279 показанъ слу­
чай, когда Р _\_ Н. 

При этомъ горизонтальный 
проекщи производящих! спроек-
тируются на В въ видь прямыхъ, 
параллельныхъ РЬ, что облег-
чаетъ ихъ построеше. Для по­
строений случайной производя­
щей цилиндроида, проходящей 
например!, черезъ точку М его 
направляющей, проводимъ черезъ Ж плоскость 0\\Р (Оп || РА) и на-
ходимъ точку N пересЬчеш'я кривой ВС съ О. Линия NN и будетъ 
искомой производящей. 

Цилиндроидъ можно также образовать движениемъ прямой лиши па­
раллельно плоскости параллелизма, при-
чемъ прямая можетъ: 1) или касаться 
двухъ какихъ нибудь кривыхъ поверхно­
стей, 2) или касаться одной кривой по­
верхности и пересекать одну кривую ли­
нию. 

На черт. 281 показаны проекщи одного 
изъ частныхъ видовъ цилиндроида, именно, 
винтовой цилиндроида. 

Поверхность эта образована движе­
ниемъ прямой лиши, пересекающей винто­
вую лишю АВ и касательной къ одно­
осному съ АВ круговому цилиндру. Пло­
скость параллелизма перпендикулярна къ 
оси цилиндра. Для построения случайной 
производящей, проходящей черезъ точку Ж направляющей АВ, проводимъ 
черезъ т касательную тп къ кругу, проекщи на И цилиндра, а черезъ 
т!—прямую т'п' параллельную ОХ. При такихъ условных! прямая NN 
будетъ производящей цилиндра. 

Геометрическое место точекъ Л' касания производящих! съ цилннд-

сГ • 

Черт. 280. Цилиядроидъ. 
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ромъ образуетъ цилиндрическую винтовую лишю CNB, одноосную съ 
данной винтовой литей АВ я того же шага. 

На черт. 282 показанъ въ проекциях! пример! комбинаши двухъ 
поверхностей винтового цилиндроида, образующих! витой стержень. 
Направляющий круговой цилиндр! с ! осью II перпендикулярен! к ! В, 
которая служит! плоскостью параллелизма. Производящими служат! 
две прямыя линии АТ) и ВС, параллельный 
В п касательныя к ! цилиндру с ! двух! 
сторон! его в ! точках! К и В, причем! 
АК = КВ=СВ = ВВ. Через! точки А 

проведены дуги кругов! 
АВ и СВ съ цен­
тром! на оси II. 
Концы А, В, С и 
В производящих! 
скользятъ по четы-
ремъ винтовымъ ли-
ШЯМ!, ОДНООСНЫМ! 

съ цилиндромъ. При 
движеши упомяну-
тыхъ производящихъ 
образуются два вин-
товыхъ цилиндрои­
да, пзъ которыхъ 
каждый ограниченъ 
винтовой лишен ка-
сашя на направляю -
щемъ цилиндре, на­
пример!, проходя­
щей черезъ точку К 
и двумя наружными 

винтовыми линиями, например!, проходящими черезъ точки А л В. Все 
эти винтовыя лиши будугь одинаковаго шага. Дугп кругов! АВ и ВС 
опишутъ части двух! круговых! цилиндрических! поверхностей съ осью II. 

На чертеже 283 показана одна вертикальная проекция образованнаго 
тела с ! тенями. 

Цилиндроиды применяются иногда для очерташя сводов!. 
На черт. 284 показана въ плане лестничная домовая клетка квадрат-

наго сьченш съ цеятральнымъ каменнымъ столбомъ также квадратнаго 
сечения. Вокругъ этого столба идеть витая лестница, ступеньки которой 
должны поддерживаться сводами, опирающимися на столбъ и на стены 

Черт. 281. Винтовой 
цилиндроидъ. 

Черт. 282. Сочетание двухъ 
винтовыхъ цияиндроидовъ. 
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клътки. Сводчатыя поверхности образованы цилиндроидами. Одна изъ 
такихъ поверхностей для части abed пзобралгена на чертежъ\ Плоскостью 
параллелизма служить плоскость ст1шы ВС, Направляющими служатъ 

Черт. 283. Витой стержень, ограниченный поверхностями двухъ винтовыхъ 
цилпвдроидовъ и обыкновенной цилиндрической. 

эллипсы АВ и ВС, Д1аметры АВ и ВС которыхъ горизонтальны, и 
которые образованы такь, что проектируются на стъны клътки въ видь 
круговъ. Крайними производящими являются прямыя АВ и ВС, соеди­
няющая концы д1аметровъ эллипсовъ. 
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е) Коноиды. 

Коноидомъ называется поверхность (черт. 285), образованная движе-
шемъ производящей прямой Л И Ш И АВ параллельно некоторой плоскости 
И, называемой плоскостью параллелизма; при этомъ производящая пере-
съкаетъ две направляющихъ линш: кривую ВС и прямую АВ. Для за­
дания коноида въ проекщяхъ достаточно задать проекщи его направляю­
щихъ АВ в ВС (черт. 286) и _ 9 д 
плоскость параллелизма В. 

О - X 

Черт. 284. Применение цилиндроида 
къ образованию свода. Черт. 235. Коноидъ. 

Чтобы построить проекщи какой нибудь производящей. напрнмт.ръ, 
приходящей черезъ точку Ж, достаточно провести черезъ последнюю 
плоскость, параллельную И, и найти точку N пересечения кривой ВС 
съ этой плоскостью. Прямая КМ и будетъ искомой производящей. 
Наиболъе удобнымъ для проведения производящихъ является такое по-
ложеше коноида, когда плоскость параллелизма его перпендикулярна къ 
одной пзъ плоскостей проекций, такъ какъ тогда проекщи на эту плос­
кость производящихъ будутъ параллельны сл-Ьду плоскости параллелизма 
на той же плоскости проекции, что облегчаетъ построение производящихъ. 

Коноидъ можетъ быть образованъ также движешемъ прямой, пере­
секающей направляющую прямую лишю и касательной некоторой по­
верхности, причемъ, конечно, прямая должна двигаться параллельно дан­
ной плоскости параллелизма. 

Разсмотримъ несколько частныхъ случаевъ задашя коноида. 
Винтовой коноида или неразверзаемый гелисоидд (черт. 287), обра­

зуется движешемъ прямой, пересекающей цилиндрическую винтовую ли­
шю ВС и ея ось АВ. Плоскость параллелизма расположена перпенди-
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кулярно къ оси АВ. Для построения проекщй случайной производящей 
коноида, проходящей черезъ точку М, 
проводимъ черезъ т' прямую т'п' \\ ОХ 
до пересечения съ ё'с' въ точке п1; проекти­
руем! п' на с1с въ точку п. Прямая т'п' 
и тп и будетъ искомой производящей. 

РазсЬчемъ винтовой коноидъ круговымъ 
цилиндромъ, осью котораго служила бы 
линия АВ (черт. 288). Эготъ цилиндръ 
пересБчетъ коноидъ по цилиндрической 
винтовой лиши ЕР, того же шага, что о 
и ВС и съ той же осью АВ. 

Поверхность между винтовыми лпндями 
ВС и ЕР называется колъцевымъ винто-
вымъ коноидомъ и весьма часто применяется 
въ техник^. 

На черт. 289 показано применеше Черт. 286. Коноидъ. 
этой поверхности къ очерташю простей-
шаго прибора для подъема воды и называемая Архимедовымъ винтомь. 

сГа' 

X О 

с! с 

Черт. 287. Винтовой коноидъ 
неразверзаемый гели-

соидъ. 

Черт. 288. Кольцевой винто­
вой коноидъ. 

Вокругъ оси А В вращается площадка ограниченная двумя прямым» 
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линиями _|_ АВ, продолжений которыхъ пересвкаетъ АВ, и двумя дугами 
круговъ. Плоскость параллелизма перпендикулярна къ АВ. 

О 

Черт. 289. Архиыедовъ винтъ (кольцевой винтовой коноидъ). 

На черт. 290 показано примънеше винтового кольцеваго коноида къ 
образованию винтовой лестницы, а на черт. 291 изображенъ общий видь 

такой лестницы. 
На черт. 292 показано применение той 

же поверхности къ очертанию цилиндриче­
ской пружины. Вокругъ оси АВ пружины 
вращается прямоугольникъ CDEF, плоскость 
котораго все время проходитъ черезъ АВ и 
вершины котораго скользятъ по винтовымъ 
лишямъ одинаковаио шага, осью которыхъ 

служитъ АВ. 
На черт. 293 и 294 

показаны еще примънешя 
той же поверхности къ 
очертанш винтовой прямо­
угольной нарезки винтовъ, 
а на черт. 295—къ очер­
танию внутренней нарезки 
муфты, навинчиваемой на 
так1е впнты. 

Если вокругъ оси АВ 
будетъ вращаться не одинъ 

прямоугольникъ, какъ то показано на черт. 293, а несколько, то полу­
чается винтъ съ несколькими витками, напримеръ, съ четырьмя, какъ 
изображено на черт. 296. 

Если коноидъ образованъ движешемъ прямой по двумъ направляю-
щимъ: прямой АВ (черт. 297) и дуг* круга BFÜ, причемъ и АВ и 
плоскость BFG перпендикулярны къ плоскости параллелизма П, то такой 

Черт. 290. Винтовая лъстница 
(кольцевой ВИНТОВОЙ коноидъ). 

Черт. 291. Винтовая 
лестница (кольцевой 
винтовой коноидъ). 
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коноида называется прямымъ. Эта поверхность применяется къ очерташю 
арокъ для оконъ и дверей въ прямыхъ сгвнахъ здавдй (черт. 297). 

Черт. 292. Цилиндрическая пру:кпна Черт. 293. Винтъ съ прямоугольной 
(кольцевые винтовые коноиды п кру- варъзкой. (Примъше кольцевого 

говые цилиндры). винтового коноида). 

Иногда коноидъ применяется и для очерташя сводиковъ въ проемахъ, 
сделанныхъ въ цилиндрическихъ башняхъ (черт. 298). Направляющими 
служатъ: ось АВ башни и какая нибудь кривая, 
начерченная на наружной поверхности башни, на-
примеръ, DEC. Плоскость параллелизма перпенди­
кулярна къ оси башни. 

11) Еосые цилиндры о трехъ направляющихъ. 

Косымъ цилиндромъ о трехъ направляющихъ 
называется поверхность, образованная движешемъ 
прямой лиши ЗЩ (черт. 299), которая должна пере- Черт. 294. Винтъ съ 

секать три не лежания въ одной плоскости на- кой^ПримьГенИе^оль-
ПраВЛЯЮПЦЯ АВ, СВ И ЕЕ, ИЗЪ КОТОрЫХЪ ХОТЯ иевого винтового ко­

ноида). 
бы одна должна быть кривой лишей. 

На чертеже 299 показанъ шнемъ опредедешя случайнаго положешя 
такой производящей. Выбираемъ какую-нибудь точку 31 на направляю­
щей АВ и соединяем! ее съ различными точками направляющей ЕЕ 
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прямыми лишями, совокупность которыхъ, въ общемъ случай задатя, 
образуетъ некоторую коническую поверхность. 

Черт. 295. Муфта съ прямоугольной Черт. 296. Винтъ съ четырьмя прямо-
нарт.зкой. (Приметаете кольцевого угольными витками. (Применение 

винтового коноида). кольцевыхъ винтовыхъ коноидовъ). 

Находимъ точку Л7" встречи третьей направляющей СО съ этой по-

О-

/ЯГ 
п' 

/ ШШ 
\ Я Р ' 

% 
', 1 \\* , 

г, \\vvQ 

-X 

Черт. 297. Прямой коноидъ въ приме­
нении къ образованию арки. 

Черт. 298. Прямой коноидъ въ при­
менении къ образованию арки. 

верхностыо и соединяемъ точки N и М. Прямая МК и будетъ искомой 

file:////vvQ
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производящей косого цилиндра, такъ какъ она пересъкаетъ направляюпця 
въ точкахъ М, N и @. 

Вместо лиши, направляющей можетъ служить какая-нибудь кривая 
поверхность, которой должна касаться производящая при всЬхъ своихъ 
положешяхъ. 

Наконецъ, вместо лиши, направляющей 
можетъ служить кривая поверхность, парал­
лельно посл'Бдовательнымъ производящим! ко­
торой должна двигаться производящая косого 
цилиндра, пересЬкая двЬ другихъ направляю-
щихъ лиши. 

Разсмотримъ несколько частныхъ случаевъ 
задатя косого цилиндра о трехъ направляю-
щихъ. 

Черт. 299. КОСОЙ цилпндръ о трехъ 
направляющихъ. Черт. 300. Косой гелпеоидъ. 

Косой гелисоидъ образуется движетемъ прямой лиши, пересвкающей 
цилиндрическую винтовую лпшю АВ (черт. 300), ея ось ЕВ и парал­
лельную при своемъ движеши послЬдовательнымъ производящим! прямого 
кругового конуса ЭСС, однооснаго съ винтовой лишей. Чтобы построить 
какую-нибудь производящую гелисоида. проходящую черезъ точку М на 
направляющей АВ, поступаемъ сльдующамъ образомь: соединяем! т съ 
точкой п. служащей горизонтальной проекщей ЕЕ. Линдя тп должна 
служить горизонтальной проекщей искомой производящей. Находим1?, на 
направляющем! конусЬ производящую, горизонтальная проекщя которой 
была бы параллельна тп. 

Таковой производящей является линiя (тФ. Проводим! теперь черезъ 
т' прямую т'п', параллельную д'$, до пересвчешя съ е'р въ точкъ п'. 
Прямая и будетъ искомой производящей косого гелисоида, такъ 
какъ она пересвкаетъ направляюпця въ точкахъ М и N и параллельна 
производящей (?£' конуса. 

Н. Рыаинъ. 13 
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Произведя рядъ подобныхъ построешй, можно построить рядъ про-
изводящихъ гелисоида. 

Косой гелисоидъ часто применяется для очерташя винтовъ съ тре­
угольной нарезкой. На черт. 301 показанъ примеръ формы такого винта, 

нарезка котораго образована движешемъ тре-
| 1 угольника АБС, вращающаяся вокругъ оси 

винта, при чемъ плоскость треугольника по­
стоянно проходитъ черезъ ось винта, сторона 
АС остается всегда вертикальной, а вершина 
В скользить по впнтовой лиши. При такихъ 

условиях! стороны АВ и 
ВС опишутъ две поверх­
ности, являющняся косыми 
гелисоидами. 

На черт. 302 изобра­
жен! обнщй видъ такого 
винта. 

Косой кольцевой гели­
соидъ образуется движе-
шемъ производящей пря­
мой, одинъ конепъ которой 
скользить по цилиндриче­
ской винтовой лпши, далее, 
эта производящая во всвх! 
своихъ положешяхъ ка­

сается прямого кругового цилиндра, однооснаго съ винтовой лишей, и 
параллельна последовательным! производящим! прямого кругового конуса, 
однооснаго съ цплиндромъ и винтовой лишен. 

На черт. 303 показано изображение такой поверхности въ проек­
циях!. Даны: направляющая винтовая лишя АВ, и одноосные съ ней 
цилиядръ и конус!. 

Для того чтобы построить случайную производящую гелисопда, про­
ходящую, например!, черезъ точку М винтовой лиши, поступаем! сле­
дующим! образом!: проводим! через! т прямую, касательную в ! точкъ п 
къ кругу сс, проекции направляющая цилиндра, и принимаем! тп за го­
ризонтальную проекцию искомой производящей. Находим! на конусе про­
изводящую (55, которая имела бы горизонтальную проекщю д$, парал­
лельную тп. Далее, проводим! через! т' прямую т'п! \ \ д'^. Лишя Л/А" 
и будегъ искомой производящей гелисоида, такъ как! она пересекает! 
винтовую АВ, касательна к ! направляющему цилиндру и параллельна 
производящей дв направляющаго конуса. 

Черт . 301. ПрпмъненИе косого 
гелисоида къ образована 
винта съ треугольной на­

резкой. 

Черт. 302. Прииъ-
н е т е косого гели­
соида къ образо­
вать} винта съ 
треугольной нн-

ръзкой. 
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Такъ какъ изъ точки т можно провести две касательный къ кругу 
основания цилиндра и для этихъ двухъ касательныхъ можно найти на 
поверхности конуса четыре соответствующих! производящих!, то, по­
этому, при таковом! задании можно построить четыре гелисоида. 

Черт. 304. Косой кольцевой 
Черт. 303. Кольцевой гелнсоидъ. гелпсопдъ. 

На черт. 304 показанъ еще примерь косого гелисоида, образован­
ней) движешем! производящей прямой динш, концы которой скользятъ 
по двум! одноосным! цилиндрическим! винтовым! дитямъ одинаковаго 
шага и радиуса, причем! производящая все время касается прямого кру­
гового цилиндра, однооснаго с ! винтовыми линиями. 

Косой цилиндръ для образования сводовъ надъ косыми проходами. 

Такого рода гелисоидъ образуется движешем! прямой лиши, пере­
секающей две вертикальный, параллельныя и равныя друг! другу дуги 
полукругов! АВ и СВ и прямую ЕВ, перпендикулярную 'къ плоско­
стям! кругов! (черт. 305). 

Построим! какую-нибудь производящую поверхности, например!, про-
13* 
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ходящую черезъ точку М полукруга АВ. Для этого проведемъ черезъ 
М и прямую ЕР плоскость и найдемъ точку N пересечения этой пло­
скости съ полукругомъ СВ. Вертикальная проекция п' точка Л 7 будегь 
лежать на перест>чеши с'а]' съ т ' е ' . 

Черт. 305. Косой цилиндръ о трехъ направляющих*, применяемый для образо­
вания сводовъ надъ косыми проходами. 

Соединяя М съ N прямой, получимъ искомую производящую МЫ', 
которая пересвчетъ прямую ЕЕ въ точке К (к, к'). На чертеже 306 
изображенъ общий видъ этой поверхности 

Другой случай применения подобной же поверх­
ности показанъ на черт. 307, на которомъ изобра­
женъ такъ называемый Марсельскнй сводъ. Поверх­
ность его образована движешемъ прямой по тремъ 
направляющими дуге круга АВ съ центромъ въ О,, 
дуге круга СВ съ центромъ въ О и прямой ЕР. 
Плоскости обеихъ дугъ параллельны другъ другу. 
Часть свода ограничена двумя поверхностями, обра­

зованными движешемъ прямой, пересекающей те же две направляются 
СВ и ЕР и прямыя АО или В1. Любая производящая МЖ строится 
такъ, какъ это было описано для свода по чертежу 305. 

Черт. 306. Косой ци-
линдръ о трехъ на-
правляющпхъ, при­
меняемый для обра­
зования сводовъ надъ 
косыми проходами. 

*) Прпмънеше такой поверхности къ очертанию сводовъ, перекрывающихъ ко­
сые проходы, т. е. такИе, ось которыхъ не лежитъ въ плоскости перпендикулярной 
къ фаеадвымъ стънамъ, было предложено Гашеттомъ (Hachette). Поверхность та 
кихъ сводовъ называется «biais passé,  corne de vache, warped arch». Подробности 
о свойствахъ этой поверхности см.: 

1) F. Wilson «Descriptive (ieometry». Ne-sv-Iork. 1898, pg. 127. 
2) F. J . «Exercices de Géométrie Descriptive»  Paris, 1893, pg. 425. 
3) Adhémar  cCoupe des pierres». 
4) C. Wiener «Lehrouch der Darstellenden Géométrie».  Bd. IL St. 475. 



§ 18. ВИДЫ КРИВЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 197 

1) Поверхности вращетя. 

Поверхности вращешя образуются при вращении какой-нибудь кри­
волинейной или прямолинейной производящей вокругь некоторой оси 
или при вращеши кривой поверхности вокругъ некоторой оси. Въ по­
следнем! случае поверхность вращешя является оберткой всехъ поло­
жений производящей поверхности. 

Черт. 307. Марсельскш сводъ. (Косой цилиндръ 
о трехъ надравляющихъ). 

Черт. 308. Поверхность 
вращетя. 

На черт. 308 показана кувшинообразная поверхность, образованная 
вращешемъ производящей АВ вокругь оси I I , . 

Для задания такой поверхности въ проекщяхъ достаточно показать 
проекщи оси вращешя Л , и направляющей АВ (черт. 309). 

Для наглядности изображения поверхности вращешя изображают! 
часто проекциями контуровъ их! видимости на V и Л. Въ данном! слу­
чае контуром! видимости фигуры на V будут! две симметричныя отно­
сительно гЧ/ лиши а'Ь' и о 1 '5, ' и две лиши о 'а / и параллельныя 
оси ОХ. 

Контуром! видимости на В будетъ крутъ ййх. Иногда, для нагляд­
ности, изображают! еще проекщи круга наименыпаго дааметра С£7„ 
горла поверхности, и кругов! оснований ААХ и ВВГ 
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Проекпди любого положения производящей легко построить, поль­
зуясь методомъ вращешя, т. е. поворачивая рядъ точекъ данной про­
изводящей вокругь оси И, на известный уголъ и соединяя между со­
бой новыя проекции точекъ. 

Разсмотримъ несколько примеровъ поверхностей вращения. 
Шаръ образуется вращешемъ круга 

АВВЕ вокругъ его диаметра / / , (черт. 
250). Контуромъ видимости пиара на V 
и В служатъ круги того же диаметра, 
какъ и данный кругъ (черт. 249 и 250). 

Черт. 300. Поверхность врагценИя. Черт. 310. Шарь. 

На черт. 310 показано изображеше пиара съ тенями. 
Въ технике часто применяются поверхности, образованяыя врапце-

шемъ дуги ВС круга съ касательной къ ней прямой АВ, вокругъ 
диаметра 11х этой дуги, параллельной упомянутой прямой АВ (чер-
тежъ 311). 

Такпя поверхности удобны для образованной нишъ въ каменныхъ сте-
нахъ (черт. 312). 

Верхняя часть ниши ограничена четвертью поверхности шара, а 
остальная—поверхностью полуцилиндра. 

На черт. 313 показанъ примеръ применения такой поверхности къ 
образованию деревяннаго покрытия надъ храмомъ мормоновъ въ городе 
Большого Соляного Озера въ Америке. 

На черт. 314 показана такая же поверхность въ применении къ ме­
таллическому перекрытда концертнаго зала курзала въ томъ же городе. 
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Кольцо образуется вращешемъ круга ABCD (черт. 315) вокругь 
оси IIj, лежащей въ его плоскости п не пересекающей площади круга. 
Кольца иногда применяются для очертания цепей, какъ это и показано 

на черт. 315. На черт. 316 показано 
изображеше кольца въ проекции на V 
при разныхъ его поворотахъ относи-

Черт. 311. Проекции ^ниши 
(Поверхность вращен!я). 

Черт. 312. Часть ниши (Поверхность 
вращеиИя). 

тельно V. Если ось врзщешя пересекаетъ кругъ, то поверхность вращее!я 
называется торомъ (черт. 317). 

Черт. 313. Храмъ мормоновъ въ городт. Большого Соляного Озера въ Америк*. 
( П о к р ь т е образовано поверхностью вращенИя). 

Эллипсоидом* вращетя называется поверхность, образованная вра­
щешемъ эллипса вокругь одной изъ его осей (черт. 318, 319 и 320). 
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Черт. 318. Элпппсоидъ вращетя. Черт. 319. Эялппсоидъ вращевця. 
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Гиперболоидъ вращетя образуется вращетемъ прямой лиши АВ 

Черт. 322. ПрнжЬвете гиперболоиде-въ вращетя къ образованно зубчатыжь колееъ. 

При вращеши АВ точка С ея, ближайшая къ оси Л , , опишетъ 
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кругъ, который является геометрическимъ мъхтомъ точекъ, расположен­
н ы х ! н а гиперболоид-Ь и бли­
ж а й ш и х ! К ! оси 7 / , . 

К р у г ! этотъ называется 
горломг гиперболоида . Линия, 
о б е р т ы в а ю щ а я вертикальныя 
п р о е к щ и п р о и з в о д я щ и х ! г и ­
перболоида , или к о н т у р ! ви­
димости гиперболоида н а V, 
является гиперболой. 

В ! технике г и п е р б о л о и д ! 
в р а щ е ш я часто применяется 
для очертания поверхности з у б ­
ч а т ы х ! к о л е с ! , модель кото­
р ы х ! и з о б р а ж е н а н а ч е р т е ж е 
322. 

Очень часто, в ! о с о б е н ­
ности в ! архитектуре, при­
меняются поверхности враще-
ш я , образованныя изъ комби­
нации Д у г ! КРУГОВ!, ПРЯМЫХ! 
линий И Т. Д. . 

Н а черт. 323 п о к а з а н ! 
п р и м е р ! такого р о д а поверх­
ности, и з о б р а ж а ю щ е й КамеН- Ч е Р т - Ш 3 - Сочетание различных* поверхно¬

стен вращенИп. 
н у ю тумбу у угла дома. 

У) Кривые цилиндры сь производящьми постоянного вида. 

К р и в ы м ! цилиндром! называется поверхность, образованная движением! 
производящей кривой л и ш и или кривой поверхности по некоторой криво­
линейной направляющей. Такъ к а к ! формы производящей и направляющей 
могугь быть безконечно разнообразными, то, очевидно, можно образовать 
безконечно большое количество р а з н о о б р а з н ы х ! к р и в ы х ! ц и л и н д р о в ! . 

Р а з с м о т р и м ! способы задания и изображения н е к о т о р ы х ! к р и в ы х ! 
ц и л и н д р о в ! , которые н а х о д я т ! с е б е применений ип> технике , п р и ч е м ! б у ­
д е м ! предполагать, что производящая кривая линия или поверхность 
не м е н я е т ! своей формы. 

Кривые цилиндры съ плоскими направляющими. Образуются они 
д в и ж е н и е м ! плоской кривой лиши, обыкновенно круга, центръ котораго 
скользить по плоской кривой лиши, п р и ч е м ! поверхность круга все время 
остается нормальной к ! направляющей кривой. 
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На черт. 324 показанъ примерь применешя такого кривого цилиндра 
къ образованию звеньевъ цепи. Поверхность каждаго звена образована 
движешемъ круга МК, центръ котораго скользить по плоской 6'—образ­
ной кривой АВ, причемъ плоскость круга остается все время нормаль­

ной къ кривой АВ. Для построе­
ний проекщй случайна™ положе­
ний производящаго круга сл15-
дуетъ переменить плоскость про­
екщй V, выбравъ новую верти­
кальную плоскость проекщй .В.па-
раллельно плоскости направляю-
щейлиширазсматриваемаго звена-
На чертеже 324 таковая плоскость 
В проведена параллельно осевой 
лиши верхняго звена 1 ) . 

Производящие круги въ про­
екции на эту новую плоскость 
изобразятся прямыми лишями, 
перпендикулярными къ проекции 
оси звена. Зная это, можно уже 
построить проекщй каждаго про­
изводящаго круга и въ системе 
^ . Контуромъ проекщй звена на 
У и Л будетъ служить обертка 

проекции производящихъ круговъ. 
На черт. 325 показанъ дру­

гой примерь применешя кривого 
цилиндра подобнаго же типа къ 

образовать поверхностей флянцевыхъ трубъ, которыя изображены въ двухъ 
положешяхъ относительно V и въ одномъ—относительно Л. Поверхность 
этихъ трубъ образована движешемъ круга, центръ котораго скользить по 
плоской направляющей, составленной изъ частей прямыхъ лишй и дуть круга. 

На чертежахъ 324 и 325 изображены простейшие виды кривыхъ 
цилиндровъ. именно, части кольцевыхъ поверхностей (черт. 324) въ со-
единеши съ прямыми круговыми цилиндрами (черт. 325). 

На черт. 326 показанъ примерь применения кривого цилиндра къ 
образованию бетоннаго свода. 

На чертеже изображена четверть свода, перекрывающаго помещеше, 
квадратное въ плане. Сводъ спроектированъ на плоскости V и 

Черт. 324. Кривые цилиндры съ плоскими 
направляющими въ применении къ образо­

ванию цЬпи. 

1) Плоскость В замъаена ей параллельной и касательной къ верхнему звену 
внизу его. 
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Производящая МЫ, четверть дуги круга, движется такъ, что конецъ ея 
М скользить по направляющей МЛ—дугв круга, причемъ плоскость 
производящей все время остается вертикальной и параллельной V, а 
рад1усъ МО остается горизонтальнымъ. 

Черт. 325. Кривые цилиндры съ плоскими направляющими въ примъненщ къ обра-
зованщ флянцевыхъ трубъ. 

Гелисоидальный цилиндръ постояннто плоскаю юризонтальнаю сть-
ченгя образуется движешемъ плоской кривой лиши, обыкновенно сим­
метричной относительно своего центра, который скользить по цилиндри­
ческой винтовой лиши съ вертикальной осью; плоскость же кривой 
остается все время горизонтальной. 

На черт. 327 показанъ примвръ проекщи такой поверхности. Про­
изводящая ея — круга, центръ котораго движется по винтовой линш 
1, 2 . . . 7 , 8, 1„ 2 1 . . . 5,. 

Такого рода кривые цилиндры применяются для очергашя шлояяъ. 
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Например!, на черт. 328 показано изображение такихъ четырехъ колоннъ, 
поддерживающих! балдахинъ надъ гробницей Св. Петра въ храме Св. 
Петра въ Риме. 

На чертеж^ 329 изображены проекции еще одной колонны образо­
ванной винтообразным! движением! заштрихованной фигуры, центр! ко­
торой СКОЛЬЗИТ! вдоль оси колонны. 

Гелисоидалъный цилиндрь постояннаю плоскаю меридюналънаю 
сгьчетя образуется движением! плоской кривой, одна и з ! точек! которой, 
чаще всего центр!, если кривая имеет! таковой, 
скользит! по направляющей цилиндрической 
винтовой лиши, а плоскость производящей кри­
вой постоянно проходит! через! ось винтовой 
лиши. 

Черт. 320. ПримънеБче кривого цилиндра къ 
образованию бетонпаго свода. 

Черт. 327. Геликоидаль­
ный цилпндръ постоян-
наго горизонтальнаго 

съчешя. 

На черт. 330 показано применений такой поверхности къ очертанш 
консольнаго железо-бетоннаго свода подъ винтовой лестницей. 

Дуга МЫ, равная четверти окружности, винтообразно движется во­
круг! вертикальной оси 11х лестницы, причемъ плоскость дуги постоянно 
проходит! черезъ ось II, а концы дуги описываютъ одноосныя винто-
выя лиши одинаковаго шага. 

На черт. 331 показана одна вертикальная проекция этой лестницы 
С ! ТеНЯМИ. 

На черт. 332 показанъ еще пример! примененной подобнаго цилиндра 
к ! очерташю перил! винтовой лестницы. 

Гелиеоидалъные цилиндры круглого нормалънаго оьченгя образуются 
движением! круга, центръ котораго скользить по цилиндрической винто­
вой линш, а плоскость круга остается все время нормальна к ! винтовой. 
Эта же поверхность может! быть образована движением! шара, того же 
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рад1уса, какъ и упомянутый кругъ, причемъ центръ шара движется по 
той же винтовой лиши. Контурами видимости этой поверхности на V и 
П служатъ обертки круговъ проекций шара на К и Я (черт. 333). 

Черт. 328. Главный алтарь съ балдахиноыъ въ храм-Ь Св. Петра въ Рим*. При-
мънете гелисоидальныхъ цилиндровъ постоянваго плоскаго горизонтальнаго 

съчешя. 

На черт. 334 показаны проекщи такого цилиндра съ Т Е Н Я М И . 

к) Поверхности съ кривыми производящими перем/ьннаго вида. 

Такого рода поверхности образуются движешемъ производящихъ: 
кривой лиши или кривой поверхности по некоторой направляющей, 
причемъ видъ производящей при ея движенш изменяется по известному 
закону. 

Разсмотримъ несколько такихъ поверхностей: 
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Трехъосный эллилсоидъ образуется движешемъ эллипса при слъдую-
ицихъ услов1яхъ (черт. 335): 

Черт. 329. Колонна, по­
верхность которой обра- Черт. 330. Консольная поверхность подъ желъзо-
зована вжнтообразнымъ бетонной винтовой лъстяицей. Прим-ЬнеяИе гели-
двиясешемъ заштрихован- соидальнаго цилиндра постояннаго плоскаго мери-

ной фигуры. дИональнаго свчешя. 

Черт. 331. Консольная поверхность подъ желъзо-бетонною лъстницей. Прим-вненИе 
гелисоидальнаго цилиндра. 
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1) пентръ эллипса скользить по оси Л п перпендикулярной 

плоскости. 
2) производящий эллипсъ пересвкаеть въ двухъ точкахъ 

направляющий элиппсъ, плоскость котораго проходить черезъ ось 
3) производящий эллипсъ измтшяетъ свои размеры, оставаясь 

подобнымъ и параллельнымъ своему начальному лоложешю. 
Однополый эллиптическгй ги-

перболоидъ образуется движешемъ 
эллипса при слвдующихъ условиОихъ 
(черт. 336). 

1) Эллипсъ остается параллель­
нымъ, подобнымъ и одинаково рас-
положеннымъ со своимъ началь-
нымъ положешемъ. 

къ его 

другой 
Иг 
всегда 

Черт. 335. Трехъосный эллипеоидъ. 
Черт. 336. Однополый эллиптический 

гпперболоидъ. 

2) Эллипсъ постоянно пересвкаеть гиперболу, плоскость которой пер­
пендикулярна къ плоскости эллипса. При этомъ 
пентръ эллипса движется по оси 11х гиперболы. 

На черт. 337 изображенъ обищй видь такого 
гиперболоида. 

Та же самая поверхность можетъ быть обра­
зована движениемъ прямой лиши переменной 
длины, при чемъ двюкеше это подчинено сл4-
дующимъ условиямъ: линия должна пересекать два 
эллипса, контуры верхняго и нпжяяго основашя 
гиперболоида, и должна касаться эллиптическаго 
цилиндра, ось котораго проходить черезъ центры 

упоиянутыхъ двухъ эллипсовъ. На черт. 336 п 337 показанъ рядъ по­
ложений такой прямолинейной производящей. 

Черт. 337. Однополый 
эллиптически гппербо­

лоидъ. 
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На черт. 338 изображена кривая поверхность, образованная винто­
образными движешемъ квадрата АВСБ съ вогнутыми сторонами, центръ 
котораго скользить по оси II,, перпендикулярной къ плоскости квад­
рата. Квадратъ остается все время подобнымъ самому себе, а стороны 

Черт. 3-Ю. Прпмвнеше кривой 
поверхности съ производящей 

Черт. 338. Поверхность съ кривою производя- перо >гвннаго вида къ образованию 
щею перемъннаго вида. кронштейна. 

его уменьшаются пропорционально его поступательному и вращательному 
движевдямъ. 

На черт. 339 и 340 изображенъ кронштейнъ, какъ примерь кривой 
поверхности съ производящими переменнаго вида. Направляющей слу-



212 ОРТОГОНАЛЬНЫЙ ПРОЕКЦШ КРИВЫХЪ ЛИШИ И ПОВЕРХНОСТЕЙ. п. 
житъ плоская кривая ВВС. Производящей является плоская волнистая 
кривая MAN, плоскость которой остается во все время движения нормаль­
ной къ направляющей и которая изменяется, оставаясь подобной началь­
ному своему положению. Концы производящей упираются въ боковыя 
стенки кронштейна. 

1) Графическая поверхности. 

Если образований поверхности не подчинено никакому геометрическому 
закону и является совершенно случайнымъ, то такая поверхность назы­

вается графической и изображается 
она графически при помощи ряда 
лежащихъ въ ней лишй. Въ ка­
честве такихъ лншй чаще всего 
берутъ горизонтали поверхности, 
т. е. лиши сечения поверхности съ 
горизонтальными плоскостями. 

Такой способъ изображения 
горизонталями применяется чаще 
всего къ изображению топографии 
или рельефа земной поверхности, 
почему и самыя поверхности часто 
называютъ топографическими. 

На черт. 341 изображена такая поверхность при помощи ея гори­
зонталей и контура видимости '). 

§ 19. ПересЪчеше кривыхъ поверхностей. 

Решеше задачи на пересечение кривыхъ поверхностей между собою 
сходно съ таковою же задачей на пересечений многогранниковъ. Действи­
тельно, увеличивая число реберъ и граней многогранника и уменьшая въ 
то же время площадь каждой грани, можно въ пределе отъ многран-
ника перейти къ соответственной кривой поверхности, производящий ко­
торой заменять ребра многогранника. Напримеръ, цилиндръ можно раз-
сматривать, какъ предълъ изменешя призмы; конусъ—какъ пределъ изме­
нения пирамиды, шаръ—какъ пределъ изменешя правильнаго многогран­
ника и т. д. 

Ниже мы решаемъ въ определенной последовательности пять основныхъ 
задачъ. Решение каждой изъ нихъ основано на решети предыдущей. 

Задачи эти следующая: 

Черт. 341. Топографическая поверхность. 

1) Относительно общаго случая образования кривыхъ поверхностей см. В. Кур-
дюмовъ. „Ортогональный проекцщ кривыхъ линий и кривыхъ поверхностей" и 
М. .Ребпндеръ „О касаши двухъ поверхностей по нъкотороп кривой дпнгп" (За­
дача профессора Курдюмова). 
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a) Пересечете кривой поверхности съ плоскостью. 
b) » » » » прямой дишей. 
c) » » » » многограныпкомъ. 
й) » » » » кривою поверхностью, 
е) » » » » кривою линией. 

а) Переоьченге кривой поверхности съ плоскостью. 

Громадное большинство применяемых! въ техник* поверхностей 
И М ' Б Ю Т Ъ шноскпя кривыя или прямолинейныя производящая. Поэтому 
разсмотримъ зд^сь общий приемъ решешя поставленной задачи въ 
пространстве именно для такихъ поверхностей. Если же поверхность 
образована движешемъ кривой лиши двоякой кривизны, то для опреде­
ления линий сечения такой поверхности съ плоскостью можно руковод­
ствоваться правилами, изложенными въ пункте (е) настоящаго па­
раграфа. 

Пусть дана поверхность съ прямолинейными производящими, напри-
прим4ръ, прямой круговой конусъ (черт. 342), и требуется построить ли­
нию сечения ея сь плоскостью Р. 

Для определения искомой лиши следуетъ последовательно брать рядъ 
производящихъ конуса и находить точки пересечения ихъ съ плоскостью Р. 
Соединяя полученныя точки и получимъ искомую линию сечешя 

вврш. 
На черт. 342 показаны построения, которыя выполняются въ про­

странстве, чтобы найти точку В пересечения одной изъ производящихъ 
5>Л конуса съ плоскостью Р. 

Черезъ 8 А и черезъ ось конуса проведена плоскость 0, и найдена 

Черт. 342. 
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лишя ВС сечения плоскостей Р и Q. Искомая точка В определяется, 
какъ точка пересечений лишй SA и ВС. 

Ту же точку В можно было бы найти и иначе, разсЬкая конусъ 
плоскостью В, нормальной къ его оси. Эта плоскость разсЬчетъ конусъ 
по кругу, а плоскость Р по прямой ВС. Пересечете этого круга съ ВС 
и дастъ точки, принадлежащий искомой лиши сечешя. 

Если дана поверхность не линейчатая, а съ плоскими кривыми про­
изводящими (черт. 343), то приемъ решетя задачи въ пространстве 
остается тЬшъ же самымъ. 
Искомая кривая строится по 
точкам*. Для определения лю­
бой точки заключаемъ случай­
ную кривую производящую 
ALK въ плоскость Q, находимъ 
лишю ВС сечешя плоскостей 

Черт. 343. 

Q и Р и замечаемъ точки В а В пересечения производящей ALK съ 
ВС. Эти точки и будут, принадлежать искомой лиши IEFB сеченая 
поверхности М съ плоскостью Р. 

Переходимъ теперь къ решению подобныхъ задачъ въ проекпДяхъ. 
На черт. 344 даны проекции цилиндра круглаго горизонтальнаго се­

чения и плоскости KLPR; требуется построить линию сечешя плоскости 
съ цилиндромъ. 

Выберемъ случайную производящую AB цилиндра и найдемъ обыч-
нымъ способомъ точку М пересечения ея съ данной плоскостью. (Вспо-
могательныя плоскость Q и линия 1,2). 

Взявъ рядъ производящихъ цилиндра, можно найти рядъ точекъ пе-
ресечешя ихъ съ данной плоскостью. Соединяя полученныя точки, полу-
чимъ искомую лишю сечешя. Изъ числа производящихъ цилиндра слЬ-
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дуетъ брать также и производящая отдела или контурныя производящий 
цилиндра. Таковыми являются лиши СВ, _ЕР, 6гЯ и и . 

Разсмотримъ второй примъръ рЪпнетя подобной же задачи. 
Дань прямой круговой конусъ и плоскость Р (черт. 345). Построить 

линш ихъ сЬченп'я. 
Выбираемъ случайную производящую 8А конуса и находимъ точку 

Л7" пересечения ея съ Р. (Вспомогательная плоскость $ и прямая 1,3). 
Подобнымъ же образомъ найдена и точка М пересъчешя производя­

щей 8В съ Р. 

Черт. 345. 

Возьмемъ теперь профильную производящую 5С конуса. Чтобы по­
строить точку пересечения ея съ плоскостью Р , перем-ънимъ плоскость проек-
щй Нъ& В, выбравъ В перпендикулярно Л в, наприм^ръ, еще и _[_ къ Р . 
Построимъ проекции конуса и плоскости Р на В. Такъ какъ Р _1_ В, то 
проекцией плоскости Р на В будетъ ему служить прямая лишя Рг, слЬдъ 
Р на В. Съ этой же линией сольется и проекция на В искомой ли­
ши свчешя конуса съ плоскостью Р . Находимъ вроекщю в /с / про­
изводящей на Л и замечаемъ точку сГ, пересечения Рг съ в/е^. 
Точка В и будетъ переевчешемъ 8С съ Р . Остается только точку В 

V 
перенести въ систему ^ . 

Вместо прямолинейныхъ производящихъ конуса можно было бы 
брать его круговыя производящий. Наиримьръ, разс^чемь конусъ и пло­
скость Р плоскостью I, нормальной къ оси конуса. Плоскость Т пере-
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свчетъ конусъ по кругу, а плоскость Р по прямой ЕР. Точки В и Т 
пересечения круга съ ЕР будутъ также принадлежать искомой лиши 
сечения. 

На чертеже еще отмечены точкп О и Н пересечений горизонталь­
ных! следовъ конуса и плоскости. Эти точки, очевидно также принадле­
жать къ искомой лиши сеченп'я. 

г/ 

Черт. 346. 

Решимъ теперь задачу на построение лишй сечешя плоскости съ 
шаромъ. 

На черт. 346 даны проекции шара и плоскости Р, ограниченной 
четыреуголнникомъ АВСВ. Находимъ сначала пересечете съ Р экватора 
шара и меридиана его параллельнаго V. Для этого заключаемъ мери-
дианъ въ плоскость Р \\ V и находимъ линш 12 пересечете Р съ 
АВСВ. Точки М и ЛТ пересечения найденной лиши съ меридианомъ и 
будутъ принадлежать искомой лиши сечевпя. Далее заключаемъ экваторъ 
въ плоскость О и находимъ линш 34 сечешя О съ АВСВ. Точки Е 
и Е пересечения лиши 34 съ экваторомъ будутъ также принадлежать 
искомой линии. 
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Найдемъ высшую и низшую точки искомой лиши. Для этого прове-
демъ черезъ центръ шара плоскость 5 перпендикулярную къ Н и къ 
АВСВ \_acl). Кругъ сечешя шара съ 5 и пересЬчетъ АВСВ въ 
искомыхъ точкахъ. Для нахождений ихъ перейдемъ отъ системы ~ къ си¬

и 
стемъ ^ , выбравъ В' _|__ АВСВ и _|_ Тогда на Е кругъ свчешя шара съ »9 
спроектируется въ кругъ же, а плоскость АВСВ—въ прямую. Точки 
б? и 51 пересечений этой прямой съ кругомъ и определяют! наивысшую 
и наинизшую точки искомой кривой лиши. Остается лишь перенести 
эти точки въ систему ~ . 

Опредтлимъ теперь случайныя точки кривой еьчешя. Для этого про-
ведемъ плоскость Т параллельно Н. 

Эта плоскость пересвчетъ шаръ по кругу радиуса 5/6/ , а плоскость 
АВСВ по прямой 89. 

Пересечете такого круга съ прямой 89 и опредвлптъ точки ТТ и Т, 
принадлежащий искомой 0 , 
лиши свчешя. — , Т л / 

Продолжая построение 
подобнымъ образомъ, 
можно определить еще 
рядъ точекъ искомой кри­
вой и загЬмъ соединить 
ихъ по лекалу. 

Такъ какъ въ простран­
стве лишей сечения шара 
съ плоскостью является 
кругъ, то проекциями этого 
круга будутъ эллипсы. 
Поэтому, при построении 
этихъ эллипсовъ, можно 
найти по несколькимъ точ-
камъ оси эллипсовъ, а за-
Г Б М Ъ строить ихъ остальныя 
точки, пользуясь приемами 
указываемыми въ черчеши. 

Задача X 24. 
Построить проекции го­

ловки болта, образованной 
слъдующимъ образомъ (черт. рг. , 
347)." 

Боковая поверхность головки ограничена правильной шестигранной призмой, 
описанной вокруг* цилиндра, доаметра 6,5 сайт. 

file:///_acl
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Верхняя поверхность головки ограничена шаровой поверхностью дДаметра 
13 сант. и срьзана горизонтальной плоскостью въ разстояши 0,5 сантиметра отъ 
верхней точки очертания боковой грани. 

Высота головки—3'/ 2 сант. ДИаметръ болта—3 3/ 4 сант. 
Рптенге. 
Строиыъ въ план* правильный шестиугольник* Ъсг1е/д, описанный вокруг* 

крута радИуса (въ соответственном* масштаб*) 6,5 сант. Этотъ шестиугольникъ 
будетъ служить горизонтальной проекцией боковыхъ граней головки болта. ДалЬе 
строимъ проекцш полушара дИаметромъ 13 сант. съ центромъ въ точкъ О, лежа­
щей на оси призмы боковыхъ граней болта. Находимъ линИи съчешя послъднихъ 
съ поверхностью шара. 

Въ пространств* таковыми лишяни являются ду1и круговъ. 
Лишя съчешя грани СВ съ этимъ шаромъ спроектируется на V въ вид* 

дуги круга радИуеа 
Ьк = Ы = Л'о'. 

Дишя сЕченИя грани ВС съ шаромъ спроектируется на V въ вид* дуги эллипса, боль­
шая полуось т'п' котораго равняется отръзку к'о' =г Ьк, а меньшая ось к'о' котораго 
равна Ьк. 

Фигуру дуги Ъ'р' этого эллипса можно разсматривать, какъ проекцию дуги СКВ 
круга, повернутаго вокругъ оси СО, такъ, чтобы плоскость СВ совпала съ гранью 
ВС На чертеж* показаны построения для опредълешя проекций точки Р въ по­
вернутом* ея положении Р,. 

Далве проводим* плоскость Т въ разстояши отъ точки К, равном* 0,5 сант., и 
находимъ кругъ съчешя Т съ шаромъ, служащий верхним* ограничением* головки 
болта. 

Остается найти теперь лить нижнюю грань головки въ разстояши 3,5 сант. 
отъ грани Т и построить проекцш стержня болта (В = 33/4 сант.), что уже не пред­
ставляет* затруднений. 

Ь). Вересгьченге кривой поверхности съ прямою литей. 

Решение этой задачи основано на решети задачи, только что раз-
смотренной въ пункте (а) этого параграфа. 

Общий приемъ решения задачи на 
определений точки пересвчешя прямой 
лиши ЛВ съ любой кривой поверх­
ностью М (черт. 348) заключается въ 
следующемъ. 

Проводимъ черезъ ЛВ случайную 
плоскость Р, находимъ линию FGJ 
сечения Р съ М и замечаемъ точки 
В и Е пересечения .¡15 съ РОГ. 
Точки В и Е и будутъ искомыми. 

Въ частности плоскость Р, про­
ходящую черезъ ЛВ, следуетъ выби­
рать такъ, чтобы она пересекала по-Черт. 348. 

верхность М по возможно простымъ лишямъ—прямой и кругу. 
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ПрослЪдимъ решете нескольких! задачъ подобнаго рода. 
Найти точки пересвчешя прямой АВ съ конусомъ (черт. 349). 
Проводимъ черезъ прямую АВ плоскость В такъ, чтобы она прохо­

дила черезъ вершину 5 конуса. Для определения такой плоскости двумя 
линиями, достаточно соединить точку 5 хотя бы съ точкой В прямой АВ. 
Плоскость 8ВА пересечен, конусъ по производящимъ последняго. По­
строим! эти производящий. Для этого находимъ следъ ВЪ, плоскости 8ВА 
и замечаемъ точки С ж В пересечений следовъ плоскости Р и конуса. 

Черт. 349. 

Лиши 8С и 8Е и будутъ производящими, по которымъ плоскость В пе­
ресекает! конусъ. Замечаемъ теперь [точки В и Е пересечения данной 
прямой АВ съ найденными производящими. Точки В и Е и будутъ 
искомыми. 

Если данная линия, напримеръ, ОВ л ежить въ одной профильной 
плоскости съ вершиной 5 конуса, то для определения точки пересечения пря­
мой съ конусомъ удобно применить методъ перемены плоскостей проеипй. 

Перейдемъ напримеръ, отъ системы ^ къ системе ^-, где В профиль­
ная плоскость. Спроектируемъ на В конусъ и прямую ОН а найдемъ 
точку I,' пересечения #,'А,' съ контуромъ проевши конуса. Точка / бу-
детъ искомой. Остается ее лишь перенести въ систему ^ *). 

') РЪшенИе задачи въ случаъ, если вершина конуса лежягь внъ пред4довъ 
чертежа, см. Н. Рынинъ «Дедоръзы», стр. 76 и его же статью въ извЬстИяхъ СИВ 
Политвхнич. Лист. 1905 г. Т. Ш. 
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Найти точки пересечения прямой АВ съ цилиндромъ круглаго гори­
зонтальна™ сучения (черт. 350). 

Для решения этой задачи проводимъ черезъ АВ плоскость Р па­
раллельную оси 00, цилиндра, находимъ сл^дъ Рк этой плоскости и 
замечаемъ точки С и У пересечения следа Рк со слгЬдомъ цилиндра. 

Приводимъ черезъ точки С и производящая цилиндра СО п РВ 
и замечаемъ пересечете послъднихъ съ данною прямою АВ въ точкахъ 
Е и В, которыя и будутъ искомыми. 

Черт. 350. Черт. 351. 

На черт. 351 решена задача: Построить точки пересечения прямой 
АВ съ шаромъ. 

Прямая АВ заключена въ плоскость Р, перпендикулярную къ Н. 
Плоскость Р пересъкаетъ шаръ по кругу. Чтобы спроектировать ПОСЛБД-

V р ний безъ искажения, переходимъ отъ системы ^ къ системе ^ -
Отроимъ въ новой системе проекции круга и прямой и замечаемъ точки е,' 

и д ' ихъ пересечения. Переходимъ теперь обратно къ системе ^ и нахо-
димъ окончательно въ ней проекции искомыхъ точекъ В и Е. 

На черт. 352 показано решете еще одной задачи: Найти точки 
пересечения прямой АВ съ поверхностью, образованной вращениемъ 
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кривой случайнаго вида вокругъ оси II\. Заключаемъ ЛВ въ плоско­
сти Р, перпендикулярную къ В и строимъ лишю еЪчешя Р съ поверх­
ностью вращешя. Для этого проводимъ на последней рядъ круговъ на 
разныхъ высотахъ, приблизительно около преднолагаемыхъ месть, где 
могутъ быть искомыя точки. 

Далее находимъ точки 1, 2, 3, 4 и 5, 6, 7, 8 пересечения прове-
денныхъ круговъ съ плоскостью Р; кривыя 1234 и 5678 бз'дутъ слу­
жить лишями сечения плоскости Р съ поверхностью вращетя. Заме­
чаешь теперь точки В и Е пересечения данной прямой ЛВ съ построен­
ными кривыми. Точки В и Е будутъ искомыми. 

с) Пересгьченге кривой поверхности съ мноюгранникомъ. 

Такъ какъ многограннпкъ заключаетъ въ себе рядъ прямыхъ линий— 
реберъ, и рядъ плоскостей—граней, то задача на пересечение его поверх­
ности съ любою кривой поверхности сводится къ задачамъ на пересечете 
кривой поверхности съ прямою лишей или съ плоскостью. 

Черт. 352. Черт. 353. 

На черт. 353 показанъ примерь решения подобной задачи: 
Дань прямой круговой конусъ и прямая призма квадратнаго сечешя. 

Одно изъ изъ реберъ призмы совпадаетъ съ осью конуса. Требуется 
поставить лиши сечения конуса и призмы. 
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Грань АВО призмы пересбкаетъ конусъ по производящей 8Е послъд-
няго. Точка М перееЬчешя ребра АМ призмы съ производящей вЕ 
будетъ служить точкой перееЬчешя ребра АМ съ поверхностью конуса. 
Далее, ребро ВР призмы пересекается съ кругомъ основания конуса въ 
точке Р. 

Линия сечения грани АВР призмы съ конусомъ пройдетъ черезъ 
точки М и Р. Для построения случайной точки кривой МР проведемъ 
какую нибудь производящую конуса и находимъ точку Л 7 пересече­
ния ея съ гранью АВР. Точка Л" будетъ принадлежать кривой МР. 
Продолжая подобный построенной, можно найти рядъ точекъ кривой МР, 
которыя затемъ следуетъ соединить между собой плавной кривой. Остальныя 
линш сечения будутъ симметричны съ найденными. 

н!) Вересгъченге кривыхъ поверхностей другъ съ другомъ. 

Общие способы решения задачъ въ пространстве на построение ли­
ши сечешя кривыхъ поверхностей другъ съ другомъ заключаются въ 
следующемъ: 

Искомая кривыя лиши строятся по точкамъ, которыя можно опре­
делить следующимъ способомъ: 

1- й способъ. Если хотя бы одна изъ поверхностей пмеетъ прямоли­
нейный производящий, то находимъ последовательно точки пересечения 
таковыхъ съ другой поверхностью такъ, какъ это было указано въ пункт* 
Ъ этого параграфа (стр. 218). Соединяя полученныя точки, получимъ 
искомую кривую. 

2- й способъ. Обе данныя поверхности пересекаемъ рядомъ вспомога-
тельныхъ плоскостей и находимъ лиши сечешя каждой такой плоскости 
съ обеими данными поверхностями. Точки пересечения между собой каж­
дой пары найденныхъ линий будутъ, очевидно, принадлежать искомой 
лиши сечения. 

Соединяя эти точки плавной кривой, получимъ искомую кривую 
линию. 

3- й способъ. Обе данныя поверхности пересекаемъ рядомъ вспомога-
тельныхъ кривыхъ поверхностей, но притомъ такихъ, что лишями сече­
шя ихъ съ данными двумя являются, по возможности, простыми для по­
строений, напримеръ, прямыми лишями или кругами. 

Очевидно, что если соединить между собою рядъ точекъ пересечения 
соответственныхъ найденныхъ лишй, то и получится искомая кривая ли­
ния сечешя данныхъ поверхностей. 

Разсмотримъ применение этихъ способовъ на примерахъ. 
Примпръ 1-й. Построение линии сечения двухъ цилиндровъ. 
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Примчшимъ для р*шешя этой задачи 2-й способъ (черт. 354). 
Чтобы построить точки искомой лиши сЬчеяхя дЬлаемъ въ простран-

Черт. 354 

ств15 слЬдуюищя построений. Черезъ случайную точку О проводимъ ли­
ши Оя и Ор, параллельныя производящие обоихъ цилиндровъ, и на-
ходимъ слЬдъ РЪ, плоскости, въ ко­
торой лежать об* эти линии. 

Если мы теперь будемъ разсЬкать 
цилиндры плоскостями, параллель­
ными Р , то въ сЬченш получатся 
прямыя лиши, пересечение каковыхъ 
другъ съ другомъ и дадуть точки 
искомой кривой лиши. 

На черт. 354 проведена одна изъ 
такихъ плоскостей Р 1 ; и найдены 
производящий ААи ВВг и ССи ВВХ 

сЬчешя ея съ обоими цилиндрами. 
ПересЬчеше этихъ производящихъ 
другъ съ другомъ опредЬляетъ четыре 
точки 1, 2, 3, 4 искомой линии сЬ-
чешя. 

На черт. 355 показано решение 
этой же задачи въ проекцияхъ. Вы-
бираемъ случайную точку О, черезъ 
нее проводимъ лиши Оа и 0$, парал­
лельныя производящихъ цилиндровъ, 
и находимъ горизонтальный слЬдъ Рк 
плоскости, заключающей въ себ* об* 
эти лиши. 

ДалЬе, проведемъ плоскость Р , , параллельную Р , такъ, чтобы сл*дъ РгЬ 
коснулся слЬда одного изъ цилиндровъ въ точк* а. 

Черт. 355. 
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ЗамЬчаемъ точки Ъ и д пересечения РХЬ, со сл1>домъ другого ци-
лидра и проводимъ черезъ а, Ь и а производящие цилиндровъ. 

Пересечение этихъ производящихъ п дастъ точки 1 и 10, принадле-
жапця искомой кривой. 

Проводимъ теперь вторую плоскость Р 3 || Р и находимъ точки г , с, 
(I, р пересЬчешя слъда ея Р 2 А со следами обоихъ цилиндровъ. Черезъ 
эти точки проводимъ производящая цилиндровъ и замЬчаемъ ихъ взаим-

Черт. 356. 

ныя пересечений въ точкахъ 2, 9, и И и 17, каковыя также будутъ 
принадлежать искомой лиши. 

На чертеж* проведена еще плоскость Р 3 , слЬдъ которой Р3п ка­
сается следа л*ваго цилиндра, и найдены подобнымъ же образомъ еще 
две точки 6 и 14 искомой лиши. 

Продолжая подобныя построения, можно найти еще проекщи ряда 
точекъ искомой линии. 
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Соединяя эти точки по лекалу плавной кривой, получимъ проекции 
искомой лиши. 

На черт. 356 показаны проекции: общаго вида обоихъ пересЬкаю-
щихся цилиндровъ, одного изъ них! безъ части его, отсекаемой другимъ, 
н части, общей обоимъ цилин­
драм!. 

Два цилиндра могутъ пересе­
каться: 1) ПО ДВуМЪ ОТДЕЛЬНЫМ! 

кривымъ линиям! (черт. 357«), 
2) по одной кривой лиши (черт. 
3575); 3) по двумъ кривымъ лп-
шямъ, имеющим! одну общую 
точку (черт. 357с) и 4) по двумъ 
кривымъ, пересекающимся въ 
двухъ точкахъ (черт. 357^). 

Какой изъ этихъ четырехъ 
случаевъ имеетъ место ВЪ К&лК -

дой данной задаче, можно судить 
по тому, какъ расположены следы 
Рк упомянутыхъ ранее вспомо­
гательных! плоскостей относи­
тельно следовъ цилиндровъ. 

На черт. 358 справа показаны 
взаимныя расположешя горизонтальных! следов! плоскостей и цилин­
дров!, соответствующих! каждому из ! упомянутыхъ четырехъ В И Д О В ! 

кривых! лишй. 
В ! общем! случае два цилиндра пересекаются по кривой лиши 

двоякой кривизны. Въ частномъ же случае, если оба цилиндра описаны 
вокруг! одного п того-же шара, то линия их! сечения является плоской 1 ) . 

Задача М 25. На чертежЬ 358 показаны проекции двухъ прямых* круговыхъ 
цилиндрических* сводовъ, оси которых* горизонтальны, взаимно перпендику­
лярны и пересекаются въ точкъ X», а раддусы внутренних* и наружных* поверх­
ностей которыхъ соответственно 2) одинаковы. 

Построить линИи сЬчетя сводовъ. 
Ргьшете. Согласно вышеприведеннаго замвчатя линИи сЬченИя цилиндровъ 

будут* кривыми плоскими, а так* какъ цилиндры круговые, то линИями съченгя 
ихъ будут* эллипсы. Таковых* эллипсов* будут* два; въ план* они сггроекти-
руются въ вид* диагоналей квадратнаго помъщешя, перекрываемаго сводами. 

На плоскости же У и Ж эти эллипсы спроектируются въ вид* кругов*. 

1) Доказательство см. К. Андреев* „Аналитическая ГеометрИя" 1888 г. стр. 248, 
Н. Рынинъ „ЛедорЕзы" 1901 г. стр. 61, А. Ярковсюй „Замвтка к* проектированию 
каменных* сооружений" 1908. 

5) Такте своды называются крестовыми. 
Н. Рыипп.. 15 
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Н а чертеж* показавъ ряд* разрвзовъ свода плоскостями: МЖ, РО;, Вв и ТТ7. 
На чертеж* 359 изображен* обпцй видъ геометрическихъ формъ свода. 
На чертеж* 360 показано изображение подобнаго же свода в* предположении, 

что онъ сложен* изъ тесовых* камней. 

РЯЗРПзЪ Ъ по 

С И 

1— 

РАЗРГЪЭЪ 

-о И в 
РАЗРГЪЭЪ 

-о И в \ 

Черт. 359. 

р»}Р1ЫЪпе X 11 

Черт. 368. Черт. 360. 

Задача Л? 26. Построить линию съчешя двухъ цилиндрических* сводовъ: одного 
горизонтальнаго кругового, перекрывающаго коррпдоръ (черт. 361), другого—съ 
наклонной осью но круглаго вертикальнаго с*ченИя, перекрывающаго промежуток* 
между окном* и корридоромъ. 

Рпшете. На V лиши с*ченИя цилиндровъ спроектируются въ дуги круговъ— 
проекцИи свода, перекрывающаго корридоръ. 

Возьмемъ какую нибудь производящую 1'2' наклоннаго цилиндра; нетрудно 
найти ея проекщи на Ж и на И. Задавшись рядом* таких* проекций производя­
щих* на V и найдя проекцш ихъ на ЛУ и Н, можно соединить вижше концы 
производящих* плавной кривой, которая будет* лишей с*чвн1я внутренних* по­
верхностей сводовъ. Боковыя СТЕНКИ оконнаго проема ограничены вертикальными 
плоскостями. 

На томъ.же чертеж* показан* общгй видъ пересекающихся сводовъ. 
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На чертеже 362 показано въ вид* примера изображение проекций лиши се-

Черт. 362. Черт. 363. 

ченИя двухъ прямых* круговых* цилиндровъ, оси которых* взаимно перпенди­
кулярны и пересекаются. 

IB* 
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Для построения проекций случайных* точекъ А и В линш съчешй проведена 
вспомогательная плоскость Р, параллельная Н. 

На чертеже 363 показана лишя свчешя двухъ прямых* круговых* цилинд­
ров*, оси которых* пересекаются, но при этом* не перпендикулярны друг* 
другу. Для построетя случайной точки А лин1п свченИя проведена вспомогатель­
ная плоскость Р, перпендикулярная V и параллельная осп малаго цилиндра. 

Примгъръ 2-й. Построение линш сечения двухъ конусовъ. 
Примт5нимъ для ръшешя этой задачи въ пространств* 2-й способъ 

(стр. 222) (черт. 364). 
Соединяемъ вершины Т тл. в конусовъ прямой линией и проводимъ 

черезъ эту прямую рядъ плоскостей, пересйкающихъ конуса по ихъ про-
изводящимъ. Пересечете посл*днихъ между собою определяете рядъ то­
чекъ, принадлежащихъ искомымъ кривымъ. 

Т 

Черт. 364. 

На чертеже 364 показано построение въ пространстве несколькихъ 
такихъ точекъ. Плоскость Рх проведена черезъ линию вершинъ касатель­
ной къ конусу 5 по производящей А8. Въ то же время Р , пересекаетъ 
конусъ Т по производящимъ ВТ и СТ. Точки I и 4 пересечения ЛЯ 
съ В1 и СТ принадлежать искомой кривой. Далее проведена еще пло­
скость Р 2 , пересекающая конусъ в по производящимъ В8 и ДО и ко­
нусъ Т по производящимъ ВТ и <?Т. Взаимное пересечение этихъ про-
изводяидихъ дастъ еще четыре точки лишй сечения; на чертелсе обозна­
чена одна изъ этихъ точекъ — 2. 

Наконецъ, на чертеже показана еще одна плоскость Р3, касательная 
къ конусу Т по производящей ВТ и пересекающая конусъ # по про­
изводящимъ J8 и Кв. Пересечете ВТ съ 7в и К в даетъ еще дв*. 
точки искомой линии сечения. 

Продолжая подобный построения, можно определить рядъ точекъ 
искомой кривой, которыя захвмъ следуетъ соединить плавной линией. 
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Заметимъ, что всъ следы вспомогательныхъ плоскостей Р, заключаю­
щих! лишю вТ, должны проходить черезъ сл̂ Ьдъ Л этой лиши. 

На чертеж* 365 эта задача решена в ! проекциях!. 
Оба конуса, эллиптическаго горизонтальнаго съчендя, стоять на Н. 

Лишя Т8 их! вершин! 
и м Ь е т ! горизонтальный 
ОГБДЪ въ точке Ц~, через! 
которую и проведены три 
плоскости Р 1 5 касательная 
къ конусу 5, Р2, пересекаю­
щая оба конуса, и Р3, каса­
тельная к ! конусу Т. СлЬдъ 
РХЬ будетъ касаться эллипса 
основания конуса б1, слЬдъ 
Р2Ъ б у д е т ! пересекать 
эллипсы основашй обоих! 
конусов!, и след! Р 3 А бу­
детъ касаться эллипса осно­
вания конуса Т. Далее сле~ 
дуетъ заметить точки пере­
сечения (или касашя) сле-
довъ вспомогательныхъ пло­
скостей со следами кону-
совъ, соединить полученный 
точки съ соответственными „ о е -

Черт. 36о. 
вершинами и найти точки 
пересечения производящихъ разныхъ конусовъ; эти точки и будутъ при­
надлежать искомой кривой. На чертеже отмечены следующий точки: 

Точкп. 

1 
2 
3 

ПересвкающИяся производящая. 

А8 и ВТ. 
В8 и РТ. 
18 и £ Т . 

Продолжая подобныя построения, можно определить проекции еще 
ряда точекъ, который затЬмь следуегъ соединить плавной кривой. 

Въ частныхъ случаяхъ решения задачъ на пересечение двухъ кону­
совъ, въ особенности, если необходимо бываегь найти пересечете про-
фильныхъ производящихъ одного конуса съ поверхностью другого, по¬
лезно менять плоскости проекигий и решать задачу не въ системе ^ , а 
въ другой, въ которой производяпця и линш, бывпиия ранее профиль­
ными, уже таковыми не являются. 
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Замътимъ, что если оба конуса будутъ описаны вокругъ одного и 
того же шара, то линия сечения ихъ будетъ плоской кривой 1). 

Примгьръ 3-й. Построеше лишй сечения цилиндра съ конусомъ. 
Въ пространств1! случайную точку такой линш сечешя можно найти 

сл^дующимь образомъ (черт. 366). Проводим! через! вершину конуса 
лишю ви, параллельную производящимъ цилиндра. Черезъ такую линш 
можно провести плоскость Р, которая и цилиндр! и конус! пересечет! 
по прямолинейным! производящимъ АВ, ВС ж ССХ и ВВХ. Пересече­
т е соответственных! производящих! между собою и даст! рядъ точек! 
искомой лиши сечешя. Например! АЭ пересекается С ! СОх въ точке 1. 

Переходимъ къ решешю задачи въ проекциях! (черт. 367). 

Черт. 366. 

Проводим! через! вершину 5 конуса прямую ви, параллельную осп 
ООх цилиндра, и находим! горизонтальный след! ея V". 

Через! ви проводим! случайную плоскость Р и замечаем! точки с 
и а, пересечешя горизонтальнаго следа ея РЬ с ! горизонтальными сле­
дами конуса и цилиндра. Через! точку С проводим! производящую ци­
линдра, а через! точку А—производящую конуса. Точка 1 пересечешя 
этихъ производящих! принадлежит! искомой кривой лиши. 

Тоть же следъ РЬ пересекает! следы конуса и цилиндра еще въ 
точках! с, и а,, черезъ которыя можно было бы провести еще произ­
водящий конуса и цилиндра и найти, при помощи ранее проведенныхъ 
производящих!, еще три точки искомой лиши. 

Если линия 8В имееть следъ вне пределов! чертежа, то можно 
воспользоваться следующимъ щнемомъ. 

Проведемъ черезъ 5 плоскость <2_1_ У такъ, чтобы следы ф и ОЬ 
располагались въ пределахъ чертежа. Затемъ выбираемъ на цилиндре 
случайную производящую, проходящую, напримеръ, черезъ точку В 
круга его основания, и находимъ точку М пересечения этой про-

*) Доказательство можно найти въ сочинешяхъ, укааанныхъ внизу стр. 225. 
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изводящей съ плоскостью О. Соединяемъ точки М я в я находимъ 
сл-Ьдъ Тк плоскости Т, заключающей лиши ВМ я 8М. Сл-Ьдъ Тк прой-
детъ черезъ точку й и черезъ точку п, лежащую на Ок въ месте пере­
сечения его съ литей 8М. Замечаем! точки е и е, пересечения Тк съ 
следомъ конуса и проводит, производящая БЕ и 8Ег конуса, служапця 
линиями с*ченпя конуса съ плоскостью Т. На чертеж* показана лишь 

Черт. 367. 

одна изъ производящихъ БЕ и найдена точка 2 пересечения ея съ про­
изводящей ВМ цилиндра. Точка 2 принадлежигь искомой лиши. 

Бели об* данныхъ поверхности круглаго горизонтальная евчешя, 
какъ это имЬетъ место въ разематриваемомъ случае, то точки искомой 
кривой можно определить, применяя 2-й изъ ранее упомянутыхъ спо­
собов! (стр. 222). Проведемъ плоскость 8 \\ В я найдемъ круги сечения 
ея къ конусамъ (центръ круга 0 3 ) и съ цилиндромъ (центръ круга 0 2 ) . 
Пересечете этихъ круговъ и даеть искомыя точки. На чертеж* пока­
зана одна изъ такихъ точекъ 3. 
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Производя рядъ подобныхъ построений, опредвлимъ рядъ точекъ искомой 

О 

X 

лиши свчения. Соединяя ихъ плавной кривой получимъ искомую кривую. 
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На черт. 368 показаны проекции: 1) общаго вида пересекающихся 
поверхностей, 2) О Т Д Е Л Ь Н О цилиндра, 3) отдельно конуса, 4) О Т Д Е Л Ь Н О 

части общей цилиндру и конусу. 
Заметим^., что если цилиндръ и конусъ будугь описаны вокругъ 

одного и того же шара, то лишя сеченп\я ихъ будетъ плоской кривой '). 
Линия сечешя конуса съ цилиндромъ, какъ и въ случае двухъ пере­

секающихся цилиндровъ или двухъ конусовъ, можетъ состоять изъ одной 
кривой, какъ въ случае приведенномъ на чертежахъ 367 и 368, или изъ 
двухъ отдельныхъ кривыхъ (черт. 370 и 371), или изъ двухъ кривыхъ, имею-

Э1 

Черт. 369. Черт. 370. Черт. 371. 

щихъ общую точку, или, наконецъ, изъ двухъ кривыхъ, пересекающихся 
въ двухъ точкахъ. 

На чертеже 369 изображенъ именно этотъ последний случай. 
На этомъ чертеже показанъ между прочимъ способъ нахождения про-

изводящихъ цилиндра, ось котораго параллельна ОХ. Выберемъ на пря­
мой, представляющей проекцию на V основашя цилиндра, какую нибудь 
точку а'. Чтобы найти соответствующую ей горизонтальную проекцию, 
при условии, чтобы сама точка А лежала на кругв основания цилиндра, 
вращаемъ кругъ основашя вокругъ его вертикальнаго диаметра Л , до 
техъ поръ, пока онъ не станетъ параллельнымъ V. Тогда точка а' при-
детъ въ положение Горизонтальная проекция ея будетъ а,. 

Возвращая кругъ въ прежнее положете, найдемъ точку а, горизон­
тальную проекщю точки А. Остается черезъ а и о' провести линии, па-

') Доказательство можно найтп въ сочннешяхъ, указанных* внизу стр. 225. 
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раллельныя ОХ, которыя и будутъ проекциями производящей цилиндра, 
проходящей черезъ точку X 

На черт. 372 показанъ обпцй видъ модели, изображающей пересе­
чете конуса съ цилиндромъ. 

Задача Л? 27. Построить лишю сеченИя двухъ сводовъ, изъ которых* одинъ 
прямой круговой цилиндрический съ горизонтальной осью перекрываетъ корридоръ, 

а другой конический, круглаго вертикальнаго се­
ченИя, съ наклонной осью перекрываетъ проме­
жуток* между окномъ и первым* сводомъ (черт. 
373). 

Рмиете. 
Д л я решения задачи берем* р я д * произво­

дящих* конуса и находим* точки пересечения и х * 
съ цилиндром*. Построения для определения этих* 
точек* начинаем* съ проекции на плоскости ТУ, 
на которую цилиндры, ограничивающий верхнюю 
и нижнюю поверхности цилиндрическаго свода, 
проектируются в* виде кругов*. Выбираем* слу­
чайную производящую конуса, проходящую, на­
пример*, черезъ точку Ч круга сеченИя его по­
верхности съ внутренней поверхностью стены. 

Продолжаем* линИю ^Ч" до пересечения съ 
дугою круга—проекцией цилиндра на ТИ7, в * точке 
2". Находим* точку 2' на лиши в'1' и точку 2 на 
линИп 81. 

Точка 2 и будет* принадлежать искомой кри-
Черт. 372. В о й лиши сеченИя внутренних* поверхностей сво­

довъ. 
Продолжая подобный построения, определим* еще ряд* точек* внутренней "и 

наружной лпшй сеченИя сводовъ. 
Воковыя стенки оконнаго проема ограничены плоскостями. ОбщИй видъ пере­

сечения показанъ отдельно на том* же чертеже. 

Примтъръ 4-й. Построение лиши сечения конуса или цилиндра съ 
шаромъ. 

Для решения этой задачи при случайномъ задании формы конуса или 
цилиндра следуетъ брать рядъ отдельныхъ производящихъ конуса или 
цилиндра и находить точки пересечения ихъ съ поверхностью шара, 
какъ это было уже объяснено на стр. 220. Соединяя между собой по-
лученныя точки по лекалу, получимъ искомую кривую ливпю сечетя 
поверхностей. 

Въ частномъ случае, если цилиндръ или конусъ пмеютъ въ сече-
нияхъ круги, проектирующиеся на одну изъ плоскостей проекций безъ 
искажения, решете задачи упрощается. 

На черт. 374 показанъ общин видъ сечения цилиндра съ шаромъ. 
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Задача М 28. Достроить дпшю еЬчешя шарового свода, перекрывающаго комнату, 
круглую въ план*, съ коническими сводами круглаго вертикальнаго съчешя, пе-

Черт. 375. Черт. 374. 

рекрьгвающими промежутки между шаровым* сводом* и окнами, расположенными 
въ цилиндрической стЬн* комнаты (черт. 375). 



236 ОРТОГОНАЛЬНЫЙ ПРОЕКЦИИ КРИВЫХЪ ЛИШИ И ПОВЕРХНОСТЕЙ. П. 

Рпшенхе. 
На чертеж* изображен* вертикальный разрт.3* комнаты плоскостью, парал­

лельной V. Ввиду одинаковаго расположения окон* относительно центра С шаро­
вого свода, свчеше лвваго окна можетъ служить какъ бы проекщей средняго окна 
на ТУ. 

Черт. 376. 

Для построения случайной точки лынш свченПя внутренних* поверхностей 
коническаго и шарового сводов* поступаем* ствдующпмъ образом*: 

Черт. 377. 

Проводим* профильную плоскость Р1 (сд*дъ ея Р,е), которая конус* пересз-
четь по кругу радИуса о^'Х" с* центром* в* точкъ о/ ' , о/ , а шар* — также по 
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кругу радиуса с "2" с* центром* в* точке с / 'с / . Отроимъ проекщи этих* кругов* 
и замечаем* точки D и Е их* пересечения. 

Продолжая подобный построения, мы можем* найти егце ряд* точек*, который 
и определят* искомую лигою. 

Задача M 29. Построить лишю сечешя циппндрическаго свода, перекрываю-
гцаго корридоръ, с* шаровым* сводом*, перекрывающим* промежуток* между 
окномп и цилиндрическим* сводом* (черт. 376). 

Ртиенхе. 
Па чертеже оба свода изображены в* проекциях* на V и W. Для построения 

случайной точки искомой линИи сечешя проводим* плоскость Pi параллельно У 
(след* Piw). 

Эта плоскость пересекает* шар* по кругу радДуса ra/'l" с* центром* в* 
точке т / ' т / , а цилиндр*—по производящей ED (e'd', e"d"). Пересечение упомяну­
тых* круга и производящей определяет* точки Е и D, принадлежашдя искомой 
лиши сеченИя. 

Продолжая подобный построения, можно найтп еще ряд* точек*, который и 
определят* искомую лишю. 

На чертеже 377 показан* в* проекциях* вид* крпвой линИп сечешя цилиндри­
ческой трубы с* шаровым* кожу­
хом* тюрбины. Построения для про­
верки правильности показанной 
кривой линИи предлагаем* воспро­
извести читателю. 

Разсмотримъ применение 3-го 
изъ вышеописанныхъ снособовъ 
(стр. 222) нахождения точекъ 
лиши пересечения двухъ по­
верхностей при помощи вспо­
могательных! кривыхъ поверх­
ностей, пересекающих! данныя 
поверхности. 

Примтръ 5-й. На чертеже 
378 изображены: шаръ и эллип­
тический цилиндр!. Требуется 
построить лишю их! сечешя. 

Искомую лишю строим! по 
точкамъ. 

Покажем!, как! найти слу­
чайную точку этой лиши. 

Разсечемъ оба тела горизон­
тальною плоскостью Р. Эта пло­
скость въ сечении с ! шаром! 
даетъ кругъ радиуса c'a' съ 
центром! в ! с', с, а въ сечении 
С ! цилидромъ даетъ эллипсъ, одинаковый съ эллипсом! основания цилиндра. 
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Можно было бы, конечно, построить проекщи упомянутыхъ круга и 
эллипса, лежащихъ въ Р , и найти точки ихъ пересечения, каковыя и 
были бы искомыми. Однако построение эллипса довольно затруднительно. 

Поэтому лучше поступить такъ: проводимъ черезъ найденный кругъ 
цилиндръ, ось котораго СВ была бы параллельна производящимъ эллип-
тическаго цилиндра, и находимъ круговой слвдъ вк новаго цилиндра. 
Новый цилиндръ и данный эллиптический пересекаются по прямымъ 

лишямъ, производящимъ, про-
я' ходящимъ черезъ точки (г и 

Й
К пересечешя следовъ 8к и 
Тк цилиндровъ. 

У Проводимъ эти произво­

дящий и замечаемъ точки В 
и Р" пересечешя ихъ съ кру-
гомъ АСВ. Эти точки и бу-
дутъ искомыми. 

^ — X Проведя еще рядъ пло-

^

скостей, параллельныхъ И, и 
построивъ рядъ новыхъ вспо-
могательныхъ цилиндровъ, 
можно найти еще рядъ то-
чекъ искомой линии сечения, 
каковыя затемъ следуетъ со-

Ё? единить по лекалу плавной 
^ кривой. 

Г * ' Дримгьръ 6-й. Иногда, 
Черт. 379. вместо вспомогательныхъ ци-

линдрическихъ поверхностей 
выгоднее проводить конический поверхности, какъ это показано на сле-
дующемъ примере (черт. 379). 

Даны: шаръ и эллиптический конусъ. Требуется построить линию ихъ 
пересечения. 

Для построешя случайной точки искомой лиши поступаемъ следую-
щимъ образомъ. Разсекаемъ обе поверхности плоскостью Р \\ В. Въ се­
чении съ конусомъ получается эллипсъ, а въ сечеши съ шаромъ—кругъ 
АВ съ центромъ въ О. Чтобы не строить упомянутаго эллипса, прове-
демъ черезъ найденный кругъ и вершину 5 коническую поверхность. 
Ось вС последней пересекаетъ В въ точке О, а следомъ поверхности 
будетъ кругъ 8к радикса сТе' — йе. Замечаемъ точки У и ( ? пересечения круга 8к со следомъ Тк эллиптическаго конуса и соединяемъ эти точки съ вершиною 5. 
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Лиши 8Р и в& являются прямыми линиями стечениями двухъ кону-
совъ—даннаго эллиптическаго и вспомогательнаго, причем! оба конуса 
имт>ютъ общую вершину 6?. 

Точки К ж В пересечения производящих! 5 Р и 56г кругомъ АВ и 
будутъ принадлежать искомой лиши съчешя. 

Проводя рядъ плоскостей, параллельныхъ Р и строя рядъ вспомога-
тельныхъ конусовъ, мы получимъ еще рядъ точекъ искомой линии, ко­
торый загЬмъ следует! соединить 
плавной кривой. 

Вримтьръ 7-й. Построить линию 
сечения двухъ телъвращешя—эллип-
соидовъ, оси каждыхъ пераллельны 
V и пересекаются въ точке О 
(черт. 380). 

Для построенной случайной точки 
лиши сечения проводимъ вспомога­
тельную поверхность шара, съ цен-
тромъ въ О. Этотъ шаръ пересечеть 
данныя тела вращения (эллипсоиды) 
по кругамъ, которые на V спроек-
тируются въ прямыя лиши а'Ъ' и О 
сё'. 

Въ точк* пересечения этихъ 
линий сливаются проекции е' и / ' 
двухъ точекъ искомой лиши. Строимъ 
кругъ а Ъ, горизонтальную проекцию 
круга АВ, и замечаемъ на немъ 
точки е и f, проекции точекъ Е и 
Р, которыя и принадлежать иско­
мой лиши сечения. Продолжая по-
добныя построения, можно найти 
еще рядъ точекъ искомой лиши, каковыя затемъ сдедуетъ соединить 
плавной кривой. 

Примгьръ 8^й. На чертеже 381 даны проекции: 1) косой плоскости, 
определяемой двумя парами ея производящих! АВ, СВ и ВС, АВ, 
причемъ плоскости параллелизма производящихъ перпендикулярны къ В, 
и 2) винтовой коноидъ съ направляющими — цилиндрической винтовой 
линией и ея осью _|_ Л и плоскостью параллелизма || Н. 

Требуется построить линию пересечения этихъ поверхностей. 
Покажем!, какъ строится случайная точка искомой Л И Ш И , для чего 

применим! 1-й из ! упомянутых! способов! (стр. 222). 

Черт. зда. 
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Выбираемъ на одной изъ поверхностей, напримт5ръ, на коноид*, слу­
чайную производящую КЬ и проводишь черезъ нее плоскость Р ±_ И. 
Зам*чаемъ точки 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, пересечения Р съ произво­
дящими косой плоскости Кривая линия 1,2...8, 9 будетъ служить литей 
сечения плоскости Р съ косой плоскостью. Точка М пересечений про-

Черт. 381. 

изводящей КЬ коноида съ найденной линией и будетъ искомой. Про­
должая подобныя построения, можно найти еще рядъ точекъ искомой 
лиши, которыя загЬмъ остается соединить плавной кривой. 

е) Пересгьченге кривой поверхности съ кривой литей. 

Обшдй способъ рътпешя въ пространств* задачи на нахождение то­
чекъ пересечения кривой поверхности съ кривою лишею двоякой кри­
визны или плоскою, заключается въ сл*дующемъ: 

Проводишь черезъ данную кривую линию вспомогательную поверх­
ность. Находимъ линию с*чешя этой поверхности съ данной. Точки пе­
ресечения найденной лиши съ данной литей и будутъ искомыми. 



ПЕРЕСЕЧЕНИЕ КРИВЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 241 

Вспомогательную поверхность сл-Ьдуеть выбирать такъ, чтобы она въ 
перееЬченш съ данной поверхностью давала, по возможности, простыя 
линии—прямую или кругъ, или, чтобы построеше таковой лиши сгнетя 
было, по возможности, простымъ. 

Разсмотримъ примкнете этого способа на прим'Ьрахъ. 
Примтьръ 1-й. Найти точки пересвчешя кривой лиши АВ съ по­

верхностью цилиндра (черт. 382). 
Для решетя задачи проводимъ черезъ кривую АВ вспомогательную ци­

линдрическую поверхность, производящий которой были бы параллельны про-
изводящимъ даннаго цилиндра. 
Находимъ слТ5дъ вЬ, этого вспо-

Черт. 382. Черт. 383. 

Обе пилиндричесшя поверхности пересекутся по прямымъ литямъ 
проходящимъ черезъ точки С я В пересечения следовъ 5% и ТА этихъ 
поверхностей и параллельнымъ производящимъ ищлиндровъ. Точки М и 
^ пересечения найденныхъ производящихъ СМ и ВК съ кривою АВ 
и будутъ искомыми. 

Примтьръ 2-й. Найти точки пересечения кривой линии АВ съ поверх­
ностью конуса (черт. 383). 

Для решения задачи проводимъ черезъ вершину в даннаго конуса и 
черезъ рядъ точекъ кривой АВ прямыя линии, образуюпдя вспомога­
тельную коническую поверхность, которая, очевидно, пересекаетъ данную 
поверхность по прямымъ литямъ. 

Для нахождения последнихъ строимъ следъ 8% вспомогательной по-
Н. рывжиъ. 16 
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верхности и зам*чаемъ точки С и ! ) его пересечения съ Тк, следомъ 
даннаго конуса. 

Линш вС и вВ будутъ производящими сечения данной и вспомога­
тельной коническихъ поверхностей. 

Точки же Ж и А' пересечения лиши АВ съ найденными производя­
щими вС и БВ будутъ искомыми. 

Примпуъ 3-й. Найти точки перееЬче­
шя кривой АВ съ поверхностью шара 
(черт. 384). 

Для решения задачи заключаемъ кри­
вую АВ въ цилиндрическую поверхность 
5, перпендикулярную В. Горизонтальный 
слъдъ 8к этой поверхности сольется съ 
горизонтальной проекцией аЪ кривой 
лиши. 

Строимъ теперь кривыя лиши еЬчешя 
поверхности шара п цилиндра 5. Для этого 
разсЬкаемъ обе поверхности рядомъ 
горизонтальныхъ плоскостей Р , , Рг, Р3 

и т. д. 
Каждая такая плоскость перееЬкаетъ 

шаръ по кругу а цилиндръ £ по кривой, 
при чемъ на В кругъ проектируется безъ 
искажешя въ кругъ же, а кривая про­

ектируется безъ искажешя въ кривую аЬ. Замечает точку перееЬчешя 
каждой пары такихъ лишй, напримЬръ. точку 1 для плоскости Р , , точку 
2 для плоскости Р 2 и т. д. 

Соединяя эти точки, получимъ кривыя 1—5 и 61—9 сечения шара съ 
цилиндромъ 5. Искомыя точки определяются въ мЬстахъ М и N пере­
еЬчешя найденныхъ кривыхъ лишй съ данною кривой линией АВ. 

Черт. 384. 

§ 20. Развертки кривыхъ поверхностей. 

Ранъе (стр. 170) было приведено подразделение различныхъ кривыхъ 
поверхностей на два класса: поверхности разверзаемыя и поверхности 
неразверзаемыя, причемъ было объяснено, что развертываться на плос­
кость могутъ только гЬ поверхности, у которыхъ последовательный прямо-
динейныя производящня или параллельны другъ другу (поверхности 
цилиндричесшя) или пересЬкають другъ друга (поверхности коничесшя, 
разверзаемые гелисоиды и поверхности одинаковаго ската). 
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Если же прямолинейныя производящий поверхности не параллельны 
и взаимно не пересекаются, или если у поверхности нътъ прямолинейныхъ 
производящихъ, а имеются лишь криволинейныя, то такая поверхность 
не можетъ быть геометрически точно развернута на плоскость. Однако, 
въ случа* необходимости все же построить развертку такой поверхности, по­
следнюю строять приближенно, именно, заменяютъ данную неразверзаемую 
поверхность вписанной въ нее другою, которая можетъ быть развернута. 

Въ качестве такихъ вспомогательныхъ поверхностей принимаютъ либо 
цилиндры, либо конуса, либо многогранники. 

Черт. 385. 

Развертками поверхностей пользуются на практике для изготовяешя 
моделей разныхъ сооружений, формъ для металлическихъ отливокъ, фа-
сонныхъ листовъ въ кровельномъ и въ котельномъ деле и т. п. Раз-
смотримъ способы построения развертокъ поверхностей на примерахъ. 

Примтьръ 1-й. Построеше развертки поверхности прямого кругового 
цилиндра. 

На черт. 385 слева показаны проекции прямого кругового цилиндра, 
высотою А и радиуса г, стоягцаго на Н. Предположлмъ, что поверхность 
цилиндра разрезана по производящей АВ и по окружностямъ основатй. 
Развернемъ поверхность цилиндра въ плоскость и совмЬстимъ ее съ V. 
Тогда боковая поверхность цилиндра изобразится въ виде прямоуголь­
ника высотою А и длиною 2~г, где г — радиусъ основания цилиндра. 

Основания же цилиндра изобразятся въ виде двухъ круговъ г. 
Примтьръ 2-й. Построеше развертки поверхности прямою кругового 

конуса. 
16* 
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На черт. 3 8 6 сл-вва показаны проекции прямого кругового конуса, 
радаусъ основания котораго г, а уголь наклона производящихъ къ Н 
равенъ а. 

Разртмкеиъ конусъ по какой нибудь производящей в А и по окруж­
ности основания и совмъттимъ развертку поверхности съ V; нетрудно 
ВИДЕТЬ, что развертка боковой поверхности конуса изобразится въ вид* 
сектора круга, радаусъ котораго 8А равенъ ДЛИНЕ I производящей ко­
нуса, которая въ свою очередь равна: 

Черт. 386. 

Длина дуги АА сектора равна длин* окружности круга основашя 
конуса, т. е.: 

АА = 2ъг. 

Центральный уголь ср сектора определяется изъ сл*дующихъ равенствъ: 

, 2тиг 2т:г . сова 
2ъг = 1. у; <р = — у = - 2 - е о 8 а = 2.180° - еоза. 

Основание конуса на развертке изобразится кругомъ радауса г. 
Примтьръ 3-й. Построены развертки поверхности случайною ци­

линдра. 
На черт. 387 изображенъ наклонный эллиптичесюй цилиндръ, при-
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чемъ ось его расположена параллельно V, благодаря чему вев произво­
дящая цилиндра проектируются на V безъ искажения. Если бы ось ци­
линдра была не параллельной плоскости проекщй, то предварительно 
цилиндръ следуеть привести въ такое положен!е, чтобы она расположи-

А 

Черт . 387. 

лась параллельно И или V, пользуясь методами вращения пли перемены 
плоскостей проекщй. 

Проведемъ плоскость О,, перпендикулярную къ оси цилиндра, и по-
строимъ линию (эллипсъ) ВК1 сЬчетя О, съ поверхностью цилиндра. 
Совмещаемь (,> съ V, вращая О. вокругъ Оу, и строимъ совмещенное по­
ложение лиши ВК\. На чертеж*, ввиду симметричности этой лиши, по­
казана лишь половина ея 1^л\^. Далее разръзаемъ поверхность пллиндра 
по производящей АВ и совм*щаемъ развертку его съ V, начиная ее 
отъ линии а'Ь' (АВ). 

Тогда упомянутая выше линия ВК1 сечения плоскости О, съ цилин-
дромъ превратится на развертке въ прямую 11', длина которой рав­
няется выпрямленной дуге всего эллипса ВК1. 
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Для того, чтобы спрямить дугу эллипса ВК1, половина котораго 
изображена въ вид* дуги дЬлимъ последнюю линию точками 2,, 
3 „ 4 1 } 5,, 6, и т. д., на рядъ равныхъ частей, которыя принимаешь за 
прямолинейныя, а по лиши 1'1 откладываемъ отрезки Г2 = 1,2,, 
23 = 2,3,, 34 = 3,4, и т. д. Черезъ точки 2.3,4... проводимъ лиши па-
раллельныя а'Ь1 и откладываемъ на нихъ въ обе стороны отъ лиши 1'1 
отрезки, равные длинамъ отръзковъ производящихъ между еЬчешемъ 
ВК1 и основаниями цилиндра. Напримеръ, 66, = 6'6,' и т. д. Полученные 
концы производящихъ на развертке соединяемъ плавными кривыми 
ВВ и АА. Если на цилиндр* начерчена какая нибудь кривая л и т я , и 
требуется показать ее на развертке, то можно поступить следующимъ 
образомъ: замечаемъ точки пересечения ряда производящихъ цилиндра 
съ этой кривой лишей, находишь эти производяпдя на развертке и откла­
дываемъ отъ линия 1'1 на этихъ производящихъ отрезки, равные удале­
нно точекъ кривой лиши отъ сечешя ВК1. 

Напримеръ, на чертеже показано построеше на развертке точекъ Л 7 

и Ж кривой лиши, лежащихъ на производящей 66,. Изъ разсмотрен-
наго примера видно, что для развертки цилиндръ какъ бы замененъ впи­
санной въ него многогранной призмой. 

Вримяьръ 4-й. Досгпроете развертки поверхности случайного ко­
нуса. 

На чертеже 388 показаны проекции случайнаго конуса съ верши­
ною 5. 

Разрежешь поверхность его по производящей вА и совместимъ раз­
вертку поверхности съ V. Для построения развертки заменимъ поверх­
ность конуса вписанной въ последнюю пирамидой, основашемъ которой 
будетъ многоугольникъ А22Ш , а ребрами будутъ служить произво­
дяпдя конуса. 

При такихъ условп^ихъ развертка поверхности конуса сводится къ по­
строению развертки пирамиды, что было уже ранее объяснено (стр. 120). 
Истинныя длины производящихъ конуса определяемъ при помощи вра­
щения ихъ вокругъ вертикальной оси, проходящей черезъ вершину 5 до 
положения параллельнаго V. 

Напримеръ, истинная длина производящей ва, ва' будетъ «'а,'. 
Полная развертка всей поверхности конуса составляется изъ ряда 

развертокъ треугольныхъ граней вписанной въ него пирамиды. 
Напримеръ, лиши в' 1 и $'2 на развертке равны истиннымъ длинамъ 

производящихъ 51 и 82 конуса, а сторона 12 на развертке равна хордЬ 
12 дуги основания конуса и т. д. 

Если требуется на развертке конуса нанести какую нибудь линию, 
начерченную на поверхности конуса, то таковая линия строится по точкамъ. 
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Покажеыъ, какъ перенести на развертку какую нибудь точку т', т, за­
данную на поверхности конуса. 
Проводимъ черезъ М производящую 58. Находимъ эту производящую на 
развертке и сносимъ точку М на эту производящую. 

Иногда требуется на поверхности конуса, заданнаго въ проекщяхъ, 
провести между двумя точками литю кратчайшаго разстояшя, или такъ 

N4 

Черт. 388. 

называемую геодезическую литю. Такая лишя на развертке поверх­
ности должна преобразоваться въ прямую литю. На чертеже 388 такая 

лишя и проведена между точками К и Ъ на поверхности конуса. 
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Для решетя этой задачи сначала находимъ точки К и Ъ на раз­
вертке и на развертке же проводимъ прямую линию КЬ. Далее заме­
чаешь точки пересечений КЬ съ производящими, проведенными на раз­
вертке, и переносимъ эти точки на соответственный производящая конуса. 

На чертеже показано построение случайной точки Р геодезической 
лиши. 

Въ плане изъ точки в проведена случайная линия $8 0, на которой 
отложенъ отрезокъ «8 0 , равный длине в'8 производящей на развертке. 
Далее на той же прямой «8 0 нанесена точка р0 въ разстояши отъ § 
равномъ в'Р (съ развертки). Соедияяемъ 8 0 съ 8 и проводимъ р0р \\ 8 08 
до пересечений съ Й8. Точка р и будетъ горизонтальной проекщей ис­
комой точки Р , вертикальная же проекщя р' будетъ лежать на в'8'. 

Черт. 389. 

Примгьръ 5-м. Построенге приближенной разверти шара. 
Такъ какъ шаровая поверхность принадлежитъ къ числу неразверзае-

мыхъ, то развертку ея можно построить лишь приближенно, заменяя 
поверхность шара вписанными въ нее или описанными вокругъ нея, 
цилиндрическими, или коническими, или многогранными поверхностями. 

На чертеже 389 показано построеше развертки ряда цилиндрическихъ 
поверхностей, описанныхъ вокругъ шара. Для построения развертки 
шара поступаемъ еледующимъ образомъ: проводимъ черезъ ось Л 7 ^ 
шара рядъ меридчальныхъ плоскостей подъ одинаковыми углами другъ 
къ другу. Дуги соответствующихъ меридпановъ разобьють поверхность 
шара на рядъ частей, которыя мы заменяешь цилиндрическими поверх­
ностями. При этомъ отрезокъ Ш экватора между смежными меридианами 
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заменяется отръзкомъ лиши А, 7,, касательной къ экватору въ точке 5 и 
заключенной между продолженными раддусами пк и п1. Оси цилиндровъ 
будутъ проходить черезъ центръ шара и будутъ параллельны такимъ ка-
сательнымъ. Наприм^ръ, для упомянутаго вырезка ось цилиндра распо­
лагается параллельно касательной кх1л. 

Покажемъ, какъ построить развертку одного изъ вырезковъ шара, 
наприм^ръ ЫКвВЫ. Развертки остальныхъ вырезковъ будутъ одинаковы 
съ первымъ. 

Пусть взятый вырЬзокъ делится мерщиианомъ .Л755, параллельнымъ V, 
на две симметричныя части. 

Делимъ дугу ю'о'я' на равныя части » ' 1 ' = 1'2'= 2 '3 'и т. д. и про-
водимъ черезъ полученныя точки производящая цилиндра, заменяющаго 
шаровой вырезокъ. Отрезки производящихъ этого цилиндра изобразятся 
въ горизонтальной проекции безъ искажения длинами с 16, е2й и т. д. 

Далее, проводимъ прямую линию К А, равную выпрямленному пери­
метру многоугольника, описаннаго вокругъ экватора, п откладываемъ на 
ней длины сторонъ этого многоугольника. Напримеръ КВ — к^^ и т. д. 

Делимъ К В пополамъ точкой 5, проводимъ изъ 5 линию _[_ къ КВ 
и откладываемъ на ней отрезки N 5 и 55, равные длинамъ дугъ Ъ'п' и 
б'й'. Делимъ лишю ^ 5 точками 1, 2, 3.. на такое же число равныхъ 
частей, какъ и полумерщцанъ п'Ъ'в', и черезъ полученныя точки прово­
димъ прямыя ВС, В В и т. д., параллельныя КВ. 

Откладываемъ на этихъ прямыхъ части: 

81 = 1(7 = Я = 1с; 
82 = 2Е = <12 = 2е и т. д. 

Точки Ы, В, В, В а т. д. соединяемъ плавной кривой. 
Полученная фигура и будетъ приближенной разверткой вырезки 

шара. Чемъ больше мы возьмемъ на шаре подобныхъ вырезковъ, темъ 
больше будутъ соответствовать развертки соотвественныхъ частей ци­
линдровъ разверткамъ шаровыхъ вырезковъ 1). 

Задача Л? 30. Построить проекцш воздушнаго винта (пропеллера) по следую-
щимъ даннымъ: 

1) дИаметръ оси вала ^ 
2) ,, втулки. . й„ 
3) „ пропеллера Т>. 
4) имеются чертежи развертокъ шести цилиндрическихъ сечешй винта, отне­

сенных* къ диаметральной лиши винта и построенных* для цилиндров* радИусов* 
г 1 ; тзу..г„ одноосных* с* винтом*. 

Интересная задача на построение приближенной развертки неразверзаемой 
поверхности въ применении к* получению выкроек* костюма дана академиком* 
Чвбышевыыъ. См. его полное собрате сочинений. 
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Боковой видъ. 
Направлеже движе-

шя оси винта. 

Видъ на удаляющуюся отъ 
зрителя сторону винта, На-

правлеше вращешя. 

Развертка задней 
(вогнуто-выпук- Диграмма 

лой) поверхности толщинъ ло-
лопасти. пасти. 

-« 
Дегальчертема \ ¥ 

для 6 е 5 ПРОФИЛЯ 

а» - '10 

а, Ревро > 
выхода 

Черт. 390. Проектные чертежи лопасти пропеллера Шовьера. 
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Рпшете. 
На чертеж* 390 показаны все построения проекций одной лопасти винта на 

плоскостях* V, ТР и И. 
Проводим* вертикальную лиялю а'Ъ', а"Ь" по длин* равную ^ — г, длин* ло¬

пасти. Делим* ее на части 
Ъ'1! = Ъ"1" = 
Ъ'2' — Ъ"2" — г, . . . 

Ь'6' = Ь"6" = г е. 

И з * точки 6', как* и з * центра, описываем* дуги кругов* радИусами 6'1', 
6'2'...Ь'6'. Круги эти будут* служить проекциями на V цилиндров*, секущих* про­
пеллер*, при чем* предполагается, что оси этих* цилиндров* совпадают* с* осью 
винта и перпендикулярны к* V. 

В * проекции на ~Ж строим* развертки поверхностей этих* цилиндров*. Как* 
известно, каждый цилиндр*, например*, радИуса г 6, превращается в* прямоуголь­
ник*, основание котораго равно 2кге, а высота—равна высоте цилиндра. 

Будем* строить лишь части развертки каждаго цилиндра, разделив* основание 
и высоту его на одно и то же число 2я. Тогда основание прямоугольника будет* 
равно радИусу г.: 

2г. ~ " 

Л6 а высота оудетъ равна =̂  . ¿1С 
Величины радИусовъ г,....г6 п высот* 

4, *5 *( 
2-' 2~" 2ж 

даны, так* как* по условиям* задачи даны развертки с е ч е т й пропеллера. Про­
водим* линИю 6"«',". 

Отрезок* п»0"»о" этой линИи является хордой сеченИя. Само же сеченИе заштри­
ховано. Короткая пунктирная линИя, проведенная касательной к* евченИто парал­
лельно 6"»',", определяет* точку е0", наиболее удаленную от* хорды т0"п0". Раз-
стоите е„"<;0" точки е0" от* хорды называется полною толщиною лопасти в* ше­
стом* с&ченш. От* этого размера следует* отличать непосредственную толщину 
лопасти е0"й0", которая равна разности между полной толщиной и стрелой сл"<10" 
вогнутой (задней) поверхности т. е. 

ео "» — 6о со — омо • 

Опускаем* и з * конца я0" лопасти перпендикуляр* щ'п/ на диндю 6*6' (см. чер­
теж* ТР и деталь его внизу чертежа 390 справа). Прямолинейный отрезок* щ'щ' 
навертываем* на дугу 6'»' на чертеже V. Точка п' и будет* принадлежать очер­
танию проекции винта на V. Проводим* и з * »' лишю параллельную 6*6' до пере-
с*ченш с* »0"»1* в* точке которая будет* принадлежать очертанию проекции 
винта на Ж Остальныя точки контуров* проекций винта на Ж и V строятся по­
добным* же образом*. 

Заметим*, что свчеше 1-ое лопасти немного отодвинуто по направлению 
/о'Л* _1 1"*," настолько, чтобы оно касалось лиши 1"*!". 
При этом* для определения толщины лопасти достаточно провести лишь одну 
пунктирную линию, касательную к* сеченИю и параллельную 1*1,*. Такъ-же по­
строено и с е ч е т е 2-ое. 

Так* как* точки »,", ^'..Л/ даны не совпадающими друг* с* другом*, а уда-
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ленными отъ ддаметральной линИи а"Ъ" винта на разныя разстоянИя, то это пока-
зываетъ, что цилиндрическИя винтовыя лиши, [который на разверткахъ превра­
щаются въ лиши хорд* разных* сЬченИй, имеют* разный шагъ. Поэтому и изобра­
женный на чертеже 390 винта называется винтомъ переивннаго шага. 

Имея проекции впнта на Г и Ж, нетрудно построить проекцию его и на Н. 
На чертеже 390 показана еще приближенная развертка задней (вогнуто-

выпуклой) поверхности лопасти. Чертеже ея ориентирован* относительно лиши АВ. 
Покажемъ, какъ строится какая нибудь точка N этой развертки, соответствующая 
точке Р въ разстоянИи г, отъ В. ЛинИя N31 проведена черезъ Р _[_ АВ. Длина РК 
равна выпрямленной дуге р"п0" по чертежу И 7 или по детали его (внизу справа 
на черт. 390). Подобным* же образом* МР = т0"р". 

Иногда вместо развертки самой поверхности лопасти делают* развертку по­
верхности, образуемой хордами сечешй. 

Тогда на развертке отрезки Р1\Г и РЖ будутъ соответственно равны отрезкам* 
6"(!0» и 6"/»," и т. д. 

Наконецъ, на черт. 390 справа показана диаграмма полных* толщинъ лопасти 
въ разныхъ сечешяхъ. Например* СЕ — с0"е0", 0:8 = 90"во" и т - Д- Заметим*, что 
эта диаграмма не выражает* сечеше лопасти какой нибудь плоскостью, а показы­
вает* лишь, какъ меняется полная толщина лопасти в* разныхъ цилиндрическихъ 
сечешяхе винта. 

Винтъ, изображенный на чертеже 390 построен* применительно к* данным* 
Шовьера. Ребро выхода его —прямая лишя. Въ проекцш на ТГ" большая часть 
проекции винта ограничена двумя вертикальными лишями. 

На чертеже стрелками показано направления вращешя и поступательнаго 
движешя випта. 

§ 21. Плоскости, касательный къ кривымъ поверхностямъ. 

а) Общгя замшатя. 

Плоскостью, исаеательной къ кривой поверхности въ данной точке Ж 
последней (черт. 391), называется такая плоскость ( Р ) , которая заклю-

чаетъ въ себе две прямыя лиши АВ и СВ, 
нроходяпця черезъ точку Ж и соответственно 
касательныя къ кривымъ лишямъ ОВ и ЕВ 
поверхности, проходящимъ также черезъ точку Ж. 

Иногда касательная плоскость къ кривой 
поверхности имеетъ съ последней лишь одну 
общую точку, напримеръ, въ случае шара 
(черт. 392). Иногда касательная плоскость 
имеетъ съ поверхностью рядъ общихъ точекъ, 
лежащихъ на одной прямой лиши (55), назы­
ваемой лишей касашя, напримеръ, въ случае 
конуса (черт. 393). 

Иногда же плоскость, касательная къ поверхности въ некоторой 
точке М, можетъ пересекать поверхность или по двумъ прямымъ ли­
шямъ, напримеръ, въ случае косой плоскости (черт. 394), или по одной 

Б 

Черт. 391. 



§ 21. ПЛОСКОСТИ, КАСАТЕЛЬНЫЯ КЪ КРИВЫМЪ ПОВЕРХНОСГЯМЪ. 253 

прямой и по одной кривой, напримеръ, въ случай цилиндроида (черт. 
395) или подвумъ кривымъ лишямъ, какъ это напримеръ, показано на 
черт. 396. 

B e i задачи на проведете плоскостей, касательныхъ къ кривымъ по-
верхностямъ, можно раздЬлить на елтедуюпце шесть главныхъ типовъ: 

Черт. 392. Черт. 393. Черт. 394 

2. Провести плоскость, касательную къ поверхности по данной про­
изводящей последней. 

Черт. 395. Черт. 396. 

3. Провести плоскость, касательную къ поверхности и проходящую 
черезъ данную внешнюю точку. 

4. Провести плоскость, касательную къ поверхности и параллельную 
данной пряной лиши. 
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5. Провести плоскость, касательную къ поверхности и проходящую 
черезъ данную прямую линию. 

6. Провести плоскость, касательную къ поверхности и параллельную 
данной плоскости. 

Ра8Смотримъ последовательно решете задачъ, относящихся къ этимъ 
типамъ. 

Ь) Плоскость, касательная къ поверхности въ данной точкгь последней. 

Общш способъ решетя этой задачи въ пространстве заключается въ 
слъдующемъ (черт. 391): 

Проводимъ черезъ данную точку Ж на поверхности две какихъ-ни-
будь плоскости и находимъ лиши 6г£Г и ЕЕ ихъ сечешя съ поверх­

ностью, которыя очевидно будутъ пересекаться 
въ точке Ж. Проводимъ черезъ Ж две пря-
мыя АВ л С В соответственно касательный 
къ полученнымъ кривымъ. Эти две прямыя 
и определять искомую касательную плоскость. 

Разсмотримъ применеше этого способа 
на примерахъ. 

Вримпръ 1-й. Провести плоскость, ка­
сательную къ поверхности вращетя въ дан­
ной точке ея Ж (черт. 397). 

Для решетя задачи проводимъ черезъ 
точку Ж две вспомогательный плоскости: 
одну О. горизонтальную, разсекающую по­
верхность по кругу СВМ съ центромъ въ 
Ог, а другую В вертикальную, проходящую 
черезъ ось вращения / / . Проводимъ черезъ 
точку Ж прямую АМ, касательную къ кругу 
СВМ. Для проведешя же черезъ М прямой 

линии касательной къ кривой сечения плоскости В съ поверхностью, вра-
щаемъ В вместе съ точкою М вокругъ II до положения, параллельнаго 
V. Тогда точка М придетъ въ положеше М1 (от,, тг'), а кривая сечения 
совпадаете съ очертаннемъ (контуромъ видимости) данной поверхности 
на V. Проводимъ въ точке линш Ъ'т\ касательную къ контурной 
кривой и поворачиваешь точку Ж, обратно. 

Тогда прямая Ж, В заиметь положеше МВ и вместе съ прямой АМ 
определить искомую плоскость. 

Пргшпръ 2-й. Провести плоскость, касательную къ шару въ точке Ж 
его поверхности (черт. 398). 

Н о , 
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Решете этой задачи допускаетъ упрощеше, по сравнению съ преды­
дущей. Такъ какъ плоскость, касательная къ шару въ точке М, должна 
быть перпендикулярна къ радиусу шара, проведеннаго черезъ эту 
точку, то задача сводится къ проведению черезъ точку М плоскости, 
перпендикулярной къ къ этому радиусу. 

Черт. 398. Черт. 399. 

На чертеже искомая плоскость определена ея горизонталью АМ и 
фронтально ВМ, причемъ на осяоваши теоремы 9-й (стр. 33) ат перпен­
дикулярна къ горизонтальной нтроекпипи радиуса, а Ъ'т'—перпендикулярна 
къ вертикальной проекции радиуса. 

Примпръ 3-й. Провести плоскость, касательную къ винтовому ко­
ноиду въ данной точке М его поверхности (черт. 399).' 

Для решешя этой задачи проводишь на поверхности коноида черезъ 
точку М две лиши: производящую ЪВ и винтовую Ж С—одноосную съ 
винтовой 1,13. Къ винтовой ЖС проводишь въ точке Ж касательную 
АМ (см. стр. 167), которая вместо прямой 5В и определить искомую 
касательную плоскость. 

с) Плоскость, касательная къ поверхности по данной прямолинейной 
производящей последней. 

Эта задача относится только къ линейчатымъ поверхностямъ, т. е. 
къ такимъ, которыя могутъ быть образованы движетемъ прямой линии, 
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и является частнымъ случаемъ предыдущей задачи, именно, З Д Е С Ь одна 
изъ кривыхъ линий свчетя, о коюрыхъ ранее говорилось (черт. 391), 
можетъ быть заменена прямою производящею, которая и служить одною 
изъ прямыхъ, опред'Ьляющихъ искомую плоскость; остается найти лишь 
вторую прямую. 

Иногда задача является определенною, иногда же неопределенною, 
т. е. иногда можно провести черезъ данную производящую только одну 

а о,' 

Черт. 400. Черт. 401. 

плоскость, касательную къ кривой поверхности, иногда же безчиеленное 
множество. 

Разсмотримъ решение этой задачи на примерахъ. 
Примтьръ 4-й. Провести плоскость, касательную къ цилиндру по 

данной его производящей ЛМ (черт. 400). 
Для решетя этой задачи проводит въ точке М, слЬдЬ на Н про­

изводящей АМ, линию РА, касательную къ следу цилиндра. Лиши Рк 
и ЛМ и опредЬдяютъ искомую плоскость, причемъ Рк является ея го-
ризонтальнымъ стЬдомь. 

Примтьръ 5-й. Провести плоскость, касательную къ конусу по дан­
ной его производящей вМ (черт. 401). 

Задача решается такъ же, какъ и предыдущая. Находи мъ следъ М 
данной производящей и черезъ него въ плоскости И проводишь линию Рк, 
касательную къ горизонтальному следу конуса. Лиши вМ и РА и опре-
деляютъ искомую плоскость. 
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Примпръ 6-й. Провести плоскость, касательную къ косой плоскости 
по данной ея производящей ЕЕ (терт. 402). Косая плоскость задана 
двумя направляющими АВ и СВ и двумя производящими ВС и АВ. 
Дитя ЕР принадлежитъ къ числу производящихъ. 

Эта задача допускаетъ безчисленное множество ртшенш, такъ какъ 
черезъ любую точку данной производящей ЕР можно провести прямо­
линейную направляющую косой плоскости, 
которая В М Ъ Т Г Е съ ЕЕ определить плоскость, 
касательную къ косой плоскости. Построимъ 
одну изъ этихъ плоскостей. 

Задаемся на ЕР какой нибудь точкой 
М и примемъ ее за точку касашя. Чтобы 
провести черезъ М прямолинейную напра­
вляющую, слЬдуетъ черезъ М провести вспо­
могательную плоскость, параллельную на-
правляющимъ АВ и СВ и найти точки 6? 
и В пересечения этой плоскости съ про­
изводящими АВ и ВС. (На чертеже эти по­
строений не показаны). 

Соединяя точки (7 и Я , получилъ пря­
мую СгМН, которая вместе съ ЕЕ и опре-
деляетъ плоскость, касательную къ косой 
плоскости въ точке М. 

На чертеже 402 показана еще одна пло- Черт. 402. 
скость, касательная къ косой плоскости въ 
точке и определяемая данной производящей РЕ и направляющей 1 К. 

с!) Плоскость, касательная къ поверхности и проходящая черезъ 
данную внгыинюю точку. 

Обпцй способъ решения такой задачи въ пространстве заключается 
въ следующемъ: принимаемъ данную точку за вершину некоторой кони­
ческой поверхности, обертывающей данную поверхность. Тогда всякая 
плоскость, касательная къ этой обертывающей поверхности, будетъ ка­
саться данной поверхности и проходить черезъ заданную точку. Такъ 
какъ обертывающая поверхность иногда можетъ обратиться въ плоскости, 
касательный къ данной поверхности, то задача можетъ иметь или без­
численное множество решений, или несколько, или, въ частномъ случае, 
одно решение. 

Разсмотримъ решете этой задачи на примерахъ. 
Н. Рышвъ. и 
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Примпръ 7-й. Провести плоскость, касательную къ шару и проходя­
щую черезъ В Н Е Ш Н Ю Ю точку М (черт. 403). 

Предположимъ, что лишя ОМ, соединяю­
щая центръ О шара съ точкой М, перпенди­
кулярна къ И. Если бы этого не было дано, 
то къ такому заданию всегда легко перейти, 
пользуясь методами вращения или переменой 
плоскостей проекций. 

Принимаемъ точку М за вершину конуса, 
описаннаго вокругъ шара и касающагося шара 
по кругу АВ. Всякая плоскость, касательная 
къ этому конусу, очевидно, будегь касаться 
и шара. 

На чертеж^ показана одна изъ такихъ 
плоскостей, определяемая следомъ Рк и про­
изводящей МВ. 

Вримпръ 8-й. Провести плоскость, каса­
тельную къ цилиндру и проходящую черезъ 

вииешнюю точку М (черт. 404). 
Для решения задачи проведемъ черезъ М линию МЫ, параллельную 

Черт. 403. 

х о 

Черт. 405. 

оси цилиндра, и найдемъ ея следъ N на И. Черезъ точку N мояшо 
провести две линии Рк и 0,к, касательныя къ следу цилиндра. Каждая 
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изъ этихъ лпшй В М Б С Т Ь съ лишей МЫ определяетъ плоскость, каса­
тельную къ цилиндру. 

Задача допускаетъ два ръшешя. Одна плоскость Р касается ци­
линдра по производящей ААп другая ф — но производящей ВВ1. 

Если бы цилипдръ быль заданъ не круговымъ, а зигзагообразнымъ 
(черт. 253), то, въ зависимости отъ вида цилиндра, можно было бы про­
вести одну, двъ, три или более плоскостей, къ нему касательныхъ. 

Вргшгьръ 9-й. Провести плоскость, касательную къ конусу и прохо­
дящую черезъ внешнюю точку Ж (черт. 405). 

Соединяемъ точки 5 и Ж и находимъ слъдъ Л' лиши £ Ж на плос­
кости основашя конуса. Изъ точки Ы проводимъ лиши Рк и 011, ка­
сательный къ кругу основания конуса въ точкахъ А и В. Каждая изъ 
лишй Рк и 0;к вместе съ лишей й'.Л7 определяетъ плоскость, касатель­
ную къ конусу. Производящими касанп'я служатъ лиши Ав и Вв. 

Дримтъръ 10-й. Провести плоскость, касательную къ однополому гипер­
болоиду вращения и проходящую черезъ внъшнюю точку Ж (черт. 406). 

Задача, какъ и въ примере 7-мъ, 
допускаетъ безчисленное множество ре­
шений. Построимъ одну какую нибудь 
плоскость, касательную къ гиперболоиду 
въ некоторой, пока неизвестной, Т О Ч К Е , 

лежащей, наприм^ръ, на круге СРВ. 
Впишемъ въ гиперболоидъ конусъ, 

одноосный съ гиперболоидомъ и касатель­
ный къ последнему по кругу СРВ. Для 
того, чтобы найти вершину этого конуса, 
достаточно провести въ точке Р, лежащей 
на меридиане гиперболоида, параллель-
номъ V, касательную къ этому меридиану, 
и найти точку 5 пересечения этой ка­
сательной съ осью гиперболоида. Точка 
5 и будетъ вершиной конуса. 

Остается теперь провести черезъ точку 
Ж плоскость, касательную къ конусу. Решете такой задачи было дано 
въ примере 9-мъ на этой странице. 

Однако, въ пашемъ случае основате конуса не лежигь въ И. По­
этому находимъ слЬдъ А г лиши 8М не на Я , а на плоскости Р осно­
вания конуса, и черезъ точку Ы проводимъ линии ЫА и ЫВ касатель­
ный къ кругу основания конуса. Каждая изъ прямыхъ АЫ и ВЫ 
вместе - съ прямой 5х\' определяетъ плоскость, касательную къ гипер­
болоиду. 

и* 

Черт. 406. 
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е) Плоскость, касательная къ поверхности и параллельная данной 
прямой линги. 

Общий способъ решетя этой задачи въ пространстве заключается въ 
следу'ющемъЛ 

Проводимъ рядъ лишй, касателъныхъ къ данной поверхности и па-
раллельныхъ данной лиши. Совокупность этихъ лишй образуеть некото­
рый цилиндръ, Обертывающий данную поверхность. Всякая плоскость, 
касательная къ этому цилиндру, будетъ касательна и къ данной поверх­

ности. Поэтому при кривой поверхности 
случайнаго вида задача допускаетъ безчи-
сленное множество решений. 

Въ частеыхъ случаяхъ задания поверх­
ности обертывающий цилиндръ можетъ 
обратиться въ плоскости—одну, две или 
несколько. 

Разсмотримъ решете этой задачи на 
примерахъ. 

Примгьръ 11-й. Провести плоскость, 
касательную къ конусу и параллельную пря­
мой МЫ (черт. 407). 

Для решетя задачи проводимъ черезъ 
вершину 5 конуса прямую вА, параллель­
ную МЫ, и находимъ ея следъ А на 
плоскости основания конуса. 

Изъ А проводимъ лиши РЬ и 0,Ь, ка-
сательныя къ кругу основания конуса въ точкахъ С и В. 

Лиши РЬ и 5С, а также О.Ь и 8В определяють две плоскости Р и 
О,, удовлетворяющий условпямъ задачи. 

Производящими касания будутъ служить линии в С и 5 В . 
Примгьръ 12-й. Провести плоскость, касательную къ цилиндру и па­

раллельную прямой МЫ (черт. 408). 
Для решетя этой задачи проводимъ черезъ какую нибудь точку О., 

оси цилиндра линию, параллельную прямой МЫ, и находимъ ея следъ А 
на плоскости основашя цилиндра. 

Соединяешь точки О, и А. Следы РЬ и 0,Ь иекомыхъ плоскостей 
должны быть параллельны линии ОхА и должны касаться круга основа-
ванна цилиндра въ точкахъ В в В, лежащихъ на д1аметре ВВ круга 
основашя, перпендикулярномъ къ 0%А. Производящими касания будутъ 
служить лиши ВС и ВВ. 
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Задача въ общемъ случае допускаетъ два решетя. 
Дримгьръ .2 3-й. Провести плоскость, касательную къ шару и парал­

лельную прямой МЫ (черт. 409). 
Предположишь, что прямая МЫ перпендикулярна къ Н. Если бы 

этого не было дано, то, пользуясь методомъ вращения или перемены 
плоскостей проеквдй, можно было бы заданную систему, шаръ и прямую, 
привести къ упомянутому, выгодному для р-Ьшешя задачи, положению. 

Задача допускаетъ безчисленное множество р^шент. Действительно, 

Черт. 408. Черт. 409. 

обозначены плоскости Р и О,, перпендикулярныя къ Н и касательныя къ 
шару въ точкахъ Л и В. 

На чертеж^ 410 эта задача решена въ общемъ случае задашя пря­
мой МЫ. 

V и 

Переходимъ отъ системы ^ къ системе д, причемъ В проводимъ че-
резъ центръ шара параллельно МЫ и перпендикулярно къ П. 

Строимъ проекции шара и прямой ЫМ на В. Проводимъ лиши 
а / с / д , ' и ё^е^ касательныя къ проекщи шара на В и параллельный 
т / . Лишя с,' будетъ проекщей на В экватора, на которомъ будутъ 
находиться точки касания съ шаромъ любыхъ плоскостей, параллельныхъ 
МЫ. Задаемся проекщей е,' одной изъ такихъ точекъ. Чтобы опреде­
лить разстояние самой точки Е до плоскости В, переходимъ къ системе 
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^ , принимая за плоскость Q плоскость самого экватора GET). Тогда но­
вая горизонтальная проекщя точки Е будетъ въ месте е,, и разстояше 
точки Е отъ плоскости В будетъ равиио 

и 
Теперь остается только найти точку Е въ системе -н и провести 

черезъ нее две линии, определяющий плоскость, касательную къ шару. 
На чертежЬ проведена одна изъ такихъ лишй К ЕР \\ MN и другая 
QEB± къ радиусу ЕО. ; 

Черт. 410. Черт. 411. 

Цримпръ 14-й. Провести плоскость, касательную къ косой плоскости 
и параллельную прямой MN (черт. 411). 

Для решетя задачи разевчемъ косую плоскость случайной плоскостью 
Р, параллельной MN и перпендикулярной къ Н. Построимъ литю сечетя 
1,2, 3...7 и проведемъкъ последней касательную прямую QR, параллель­
ную MN. Пусть S будетъ точкой касания. 

Тогда плоскость, определяемая прямою QB и производящей KL 
косой плоскости, проходящей черезъ точку 8, и будетъ удовлетворять 
поставленнымъ условтямъ. 

Задача допускаетъ безчисленное множество решений, такъ какъ можно 
провести безчисленное множество плоскостей, пересекающихъ косую 
плоскость и параллельныхъ MN '). 

') Возможно построить плоскости, касательный къ линейчатым* неразверзае­
мым* и другим* поверхностям*, более точно, не пользуясь кривыми линиями по­
добными кривой 1-7 на черт. 411, однако, для сего необходимо знать некоторый 
теоремы изъ высшей геометрИн; подробности о семъ см. В. Курдюков*. «Курс* 
Начертательной ГеометрИи» Отдел* 1, часть II. Стр. 63; теорема Шаля. 
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I) Плоскость, касательная къ поверхности и проходящая черезъ данную 
линт. 

Решение этой задачи въ общемъ случае, при случайномъ задаши 
прямой Л И Ш И и поверхности, не всегда возможно. 

Напримт5ръ, для шара эта задача возможна лишь тогда, когда пря­
мая не переевкаетъ его поверхности. 

На чертеж^ 409 показаны две плоскости В и Т, проходяпиня черезъ 
прямую МЫ и касательныя къ шару въ точкахъ С ж В. 

Для поверхностей цилиндрическихъ эта задача возможна тогда, когда 
заданная прямая либо параллельна производящимъ цилиндра, либо, при 
продолжении, касается цилиндра. На чертеже 404 показаны две плоскости 
Р и проходяппя черезъ прямую МЫ \\ 001 и касательныя къ цилиндру 
по производящимъ ААХ и ВВ1. 

Для поверхностей коническихъ эта задача возможна только тогда, 
когда заданная прямая или проходить черезъ вершину конуса, или, 
при продолжении, касается конуса. 

Напримеръ, на чертеже 405 показаны две плоскости Р ъ О,, про-
ходяпця черезъ прямую вМ и касательныя къ конусу по производя­
щимъ в А и вВ. 

Для линейчатыхъ поверхностей эта задача въ общемъ случае воз­
можна. РЬшеше задачи въ пространстве заключается въ следующемъ: во-
кругъ данной поверхности описывается цилиндръ, производяпця котораго 
были бы параллельны данной прямой. Каждая такая производящая про­
водится по способу, объясненному для прямой ф-К || ЖДГ (черт. 411). 
Искомая плоскость будетъ проходить черезъ данную прямую и будетъ 
касатся упомянутаго обертывающаго цилиндра по некоторой его про­
изводящей. 

g) Плоскость, касательная къ поверхности и параллельная данной 
плоскости. 

Решение этой задачи возможно не всегда. 
Для цилиндрическихъ поверхностей она решается тогда, когда дан­

ная плоскость параллельна оси цилиндра. Для коническихъ поверхностей 
решение задачи возможно, если плоскость заключаетъ въ себе линии, 
парадлельныя одной какой-нибудь производящей конуса. Для поверх­
ностей вращения и для линейчатыхъ поверхностей рвшеше задачи воз­
можно въ общемъ случае. 

При этомъ для проведения искомой плоскости можно поступить слЬ-
дующимъ образомъ: 
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Описать вокругс. данной поверхности какой нибудь обертывающш 
цилиндръ съ производящими, параллельными какой нибудь линии, ле­
жащей въ данной плоскости, а затъмъ провести плоскость, касательную 
къ упомянутому обертывающему цилиндру. Эта плоскость и будетъ 
искомой. 

Разсмотримъ ръшеше этой задачи на прим'Ьрахъ. 
Примгьръ 15-й. Провести плоскость, касательную къ пиару и парал 

лельную плоскости Р (черт. 412). Ру с 

Черт. 412. Черт. 413. 

Если искомая плоскость О, должна касаться шара и быть параллель­
ной плоскости Р, то радпусъ шара, проведенный въ точку касашя бу­
детъ перпендикуляренъ къ плоскостямъ Р и О.. Строимъ такой рад1усъ, 
проводя его проекщп о'п' и оп перпендикулярными съ соотв-втственнымъ 
слъдамъ Рг и Рк. Находвмъ, пользуясь методомъ перемены плоскостей 
проекщп, точку .ЛГ пересечения этого радиуса съ шаромъ и проводимъ 
черезъ эту точку плоскость () || Р. Для этого черезъ .№ проведена лишя 
ПВ \\ Рс и черезъ ОГБДЪ В этой лиши проведена лишя 0.к || Рк. 

Дал^е найдена точка схода слъдовъ плоскости и проведена лишя 
Ф || Pv. 

Врилтръ 16-й. Провести плоскость, касательную къ поверхности вра­
щения (тора) и параллельную плоскости Р (черт. 413). 

Для р-вшешя задачи поворачиваемъ данную поверхность и плоскость 
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Р вокругъ оси до гъхъ поръ, пока плоскость Р не расположится 
перпендикулярно къ V. Следы ея въ повернутомъ положбти обозна-
чимъ черезъ Pv1 и Р/г,. Построимъ теперь плоскость, касательную къ 
тору и параллельную повернутой плоскости Р . 

Для получешя точки касания проводимъ касательную щ1 || Рк^ и 
обозначаешь точку касания черезъ иг,. 

Возвращаемъ теперь торъ, плоскость Р и точку М въ прежнее по­
ложение и проводимъ черезъ М плоскость О., параллельную Р . 

Для построения следа фй, черезъ точку М проведена фронталь плос­
кости О;, параллельная Рю, найденъ слт^дъ Т этой фронтали, и черезъ Т 
проведена лишя ($1II РА. 

Ь) Нормали къ кривымъ поверхностямъ. 

Такъ какъ нормаль въ какой нибудь Т О Ч К Е кривой поверхности пер­
пендикулярна къ плоскости, касательной къ поверхности въ той же 
Т О Ч К Е , то различныя задачи на проведете нормалей въ данной Т О Ч К Е 

поверхностей на практике сводятся къ задачамъ на проведете плоскостей, 
касательныхъ къ кривымъ поверхностямъ. 

Если мы выберемъ какую нибудь производящую линейчатой поверх­
ности, зададимся на этой производящей рядомъ точекъ и проведемъ че­
резъ эти точки нормали къ данной поверхности, то совокупность этихъ 
нормалей будетъ образовывать новую поверхность, называемую поверх­
ностью нормальной къ данной поверхности по данной ея производящей. 

Разсмотримъ проведете нормалей къ поверхности изъ точки М, ле­
жащей вне последней. 

Для шара таковой нормалью будетъ служить лишя, соединяющая 
центръ шара съ точкою М. 

Въ случай цилиндра или конуса, имъющихъ ось, проводимъ плос­
кость черезъ точку Ш и ось данной поверхности, находимъ производящую 
сечений этой плоскости съ поверхностью и изъ точки М опускаемъ на 
эту производящую перпендикуляръ, который и будетъ искомо. нормалью. 

Разсмотримъ, какъ решается въ общемъ случае задача въ простран­
стве на приближенное проведете изъ точки Ы, лежащей вне поверх­
ности, нормали къ последней (черт. 414). 

Проведемъ черезъ точку .ДГ две случайныхъ лиши 11 и 22. 
Далее черезъ каждую изъ этихъ лишй проведемъ рядъ плоскостей, секу-

щихъ данную поверхность по кривымъ лишямъ а, Ь, с, й,... и аг Ъ1 с, й. 
Проведемъ изъ точки N нормали къ лишямъ а, Ъ, с, й, ... тансъ, какъ 

это было показано на черт. 233, и найдемъ точки иг,, тг, т3, т4, ... 
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пересечения этихъ нормалей съ линиями а, Ь, с, <1,... Соединимъ точки т , , 
»»„ и>3, тА плавной кривой. 

Ироведемъ изъ точки .АГ таия же нормали къ кривымъ а „ Ьх, с,,д, и 
подобнымъ же образомъ найдемъ точки ш / , т3'. т3', т 4 ' пересечений 
нормалей съ этими кривыми. 

Черт. 414. 

Точка Ж пересечения кривыхъ я»,'»»4' и тхтк и определить съ точ­
кою К искомую нормаль къ поверхности, такъ какъ линия MN въ точке 
Ж будетъ нормальна къ двумъ кривымъ т1тА и ж , ' т / , начерченнымъ 
на поверхности. 

§ 22. ТЪни кривыхъ поверхностей. 

а) Общгя замгьчатя. 

Ранее въ § 15 (стр. 131) нами были изложены обпця правила о вы­
боре направления лучей света и о построеши собственныхъ и падаю-
щихъ теней для телъ, ограниченныхъ плоскими гранями. Распространомъ 
теперь эти правила на кривыя поверхности. 

Пусть въ пространстве даны: какое нибудь гЬло Ж (черт. 415), 
ограниченное случайною кривою поверхностью, направление лучей света 
Р Р , и плоскость или кривая поверхность В. 

Опишемъ вокругь тела Ж цвлиндръ, касательный къ Ж, съ произво­
дящими, параллельными направлент Р Р , . 

Линия АВСВ касанп'я этого цилиндра съ тъломъ Ж будетъ служить 
лнтей отдпаа на поверхности Ж собственной тени отъ освещенной 
поверхности. Эту линию называютъ также контуромъ собственной тгьни. 

Линия abed сЪчешя упомянутаго цилиндра съ плоскостью иди кри-
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вою поверхностью В будетъ служить контуроыъ падающей твни отъ 
•Лла М на поверхность В. Очевидно, контуръ падающей т*нк является 
т*нью отъ контура собственной т*нн. Поэтому, при построении соб-
ственныхъ и падающихъ теней кривихъ поверхностей, сначала сл-Ьдуетъ 
находить контуры собственныхъ Иней, а потомъ уже строить гЬни отъ 
этихъ контуровъ. 

Цилиндръ, обертываклщй данную поверхность, можно разсматривать, 
какъ состоящий изъ ряда производящихъ, параллельныхъ РР'. Пока-

Черт. 415. 

жемъ, какъ построить въ пространств* одну изъ этихъ производящихъ 
(черт. 415). 

Разс-вчемъ гвло М плоскостью О, \\ РР, и проведемъ лиши ВЬ и Вй 
касательныя къ кривой ВРВР. сечешя и параллельныя РРХ. 

Лиши ВЬ и Вй будутъ производящими упомянутаго цилиндра. 
Точки В а В будутъ принадлежать контуру собственной тънн, а точки 
Ь и д, пересечения найденныхъ производящихъ съ поверхностьк В бу­
дутъ принадлежать контуру падающей твни. Проводя рядъ плоскостей, 
подобныхъ О., и производя описанныя построения, можно получить рядъ 
точекъ подобныхъ В, В, Ь и а*. 

Соединяя соответственно эти точки между собою, получимъ въ про­
странстве искоиыя контуры теней. 

Разсмотримъ решен!е задачи на построете теней въ ряде нриме-
ровъ. 
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в) Лримгьры построенгя тпнеи. 

Дримтьръ 1-й. Построить собственныя и падаюгщя ТЕНИ прямого 
кругового конуса (черт. 416 и 417). 

Въ этомъ случай обертывающей цилиндръ превращается въ две пло­
скости, касательныя къ конусу и параллельныя лучу свЬта. 

На черт. 416 показано построеше 
этихъ плоскостей въ пространстве, 
а на чертеже 417—въ проекщяхъ. 

Производящая вВ и БС касашя 
этихъ плоскостей Р я съ кону-
сомъ будутъ служить контурами соб­
ственной тени конуса. Тени же отъ 

Черт. 416. Черт. 417. 

этихъ лишй на Л" и часть ВС круга основания конуса являются кон-
туромъ падающей тени на В. 

Примпръ 2-й. Построить собственныя и падаюпця тени наклоннаго 
конуса, стоящаго на В (черт. 418). 

Задача решается такъ же, какъ и предыдущая. Проводимъ пло­
скости В и ф касательныя къ конусу и параллельныя лучу света. Для 
этого черезъ вершину £ проводимъ лучъ и находимъ его следы на Л, 
въ точке А и на V въ точке В. Изъ А проводимъ РЬ и касатель­
ными къ кругу основашя конуса въ точкахъ В ж С. 

Замечаешь также точки М и N пересечешя ОЬ и РЬ съ ОХ. 
Соединяемъ В съ М и N. Лиши ЭВ и в С и дуга ВЕС являются 
контуромъ собственной тени конуса; лиши ВМ, ВЫ и МК служать 
коятуромъ падающей тени на V, а лиши СМ, МЫ, NB и ВЕС— 
контуромъ падающей ГБНИ на В. 
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Примгъръ 3-й. Построить собственный и падаюпця гЬни прямого кру­
гового цилиндра (черт. 419). 

Въ этомъ случа4 лучевая поверхность, обертывающая данный ци-
линдръ, состоять изъ двухъ плоскостей Р ъ касательныхъ къ ци­
линдру по производящимъ АВ и СВ, и изъ цилиндрической поверх-

. Черт. 418. Черт. 419. 

ности, производяпця которой проходятъ черезъ точки дуги АС круга 
верхняго основатя. 

Овчешемъ этого лучевого цилиндра съ В будетъ являться дуга круга 
а0Ъ0, того же рад1уса, что и цилиндръ. Центръ же 00 этого крута бу­
детъ находиться въ точке пересечения съ В лиши О,О 0 1| РРГ 

Нетрудно видеть, что следы Рк и @й плоскостей касательныхъ къ 
цилиндру, будутъ касаться круговъ М и а0Ь0 и будуть параллельны 
горизонтальной проекцш ррх луча света. 

Примъръ 4-й. Построить тени наклоннаго цилиндра (черт. 420). 
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Контурами собственной гвни будутъ являться: часть АС ') дуги 
круга верхняго основания и производя щи я АВ и СВ касашя цилиндра 
съ плоскостями Р и параллельными лучу света. 

Построимъ эти плоскости. Для этого проведемъ черезъ конецъ О, оси 
цилиндра лучъ 0 ,0 , || РВ1 и найдемъ следы 5й и 5У плоскости, заклю­
чающей ось 00 , цилиндра и лучъ 0 ,0 3 . 

I , I I . 1 , 1 , 
С I 2 0 . 4 5 6 3 7 

Черт. 420. 

Слт>ды искомыхъ плоскостей О, я Р будутъ параллельны следамъ 
плоскости 5. Проводимъ РЪ, и 0.к касательными къ кругу основания 
цилиндра и параллельными 8Ь, до пересечений съ ОХ въ точкахъ Ж я N. 
Далее проводимъ черезъ Ж я N линии ф и Рю параллельными 5» до 
пересечения съ лучами СС0 и АА0 въ точкахъ С 0 и А0. Наконецъ, про­
водимъ черезъ рядъ точекъ С123....4 дуги круга верхняго основания ци­
линдра лучи и находимъ точки пересечения ихъ съ плоскостью V. 
Соединяя между собою построенныя точки, получимъ дугу а 0 ' с 0 ' эллипса, 
которая будетъ принадлежать контуру падающей тени цилиндра. Пол­
ный контуръ падающей тени будетъ линия а'тс0

,а0'пМ; контуромъ соб­
ственной тени будетъ линия АВ^ВСЪА. 

Дримтръ 5-й. Построить собственныя и падаюнщя тени шара 
(черт. 421). Цилиндръ, обертываюпцй шаръ и параллельный лучамъ 

*) На черт. 420 внизу буквы о и 6 должны быть у концовъ производящей ка­
сания цилиндра съ плоскостью Р. 
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света, касается шара по большому кругу. Этотъ кругъ на V и И 
спроектируется въ видь одинаковыхъ эллипсовъ, болыши диаметръ ко-
торыхъ будеть равенъ Д1аметру шара и будетъ перпендикуляренъ къ 
соответственной проекции луча, т. е. аЪ^_РРх

 и е'/ ' 
Построимъ проекцщ круга, контура собственной тьни, на Н. Раз-

свчемъ шарь плоскостью О,, проходящей черезъ центръ шара, парал­
лельной лучу и перпендикулярной къ Л и повернемъ эту плоскость во-
кругъ вертикальной оси, проходящей черезъ центръ О, въ положение || V. 

Черт. 421. 

Найдемъ и повернутое полохеше КхО луча КО. Кругъ сечешя пло­
скости О. съ шаромъ послъ поворота спроектируется на Н въ кругъ, 
совпадающей съ вертикальной проекщей контура шара. 

Проводимъ на V лигой параллельныя кг'о' и касательный къ кругу 
въ точкахъ с / и Лх. Поворачиваемъ теперь плоскость О, съ точками С, 
и 1>! въ прежнее положение. Точки с и й и определять концы малаго 
диаметра эллипса, являющегося горизонтальной проекщей контура соб­
ственной ГВНН. 

Вертикальная проекция этого контура будетъ также эллипсъ, одина­
ковый съ первымъ. Диаметръ д'к1 равенъ ей, причемъ д'Ы _|_ е'р. 

Контуромъ падающей тени на Н будетъ эллипсъ съ центромъ въ 
точке Ои которая является какъ бы тенью на И отъ центра шара. 
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Большая ось c,d, этого эллипса является какъ бы гЬньио отъ лиши 
С В, а меньшая агЬ, твнью отъ АВ. 

Подобнымъ же образомъ строится и эллипсъ, контуръ падающей 
гЬни на V. 

Замътимъ, что оба эти эллипса пересекаются въ точкахъ М и N 
лежащихъ на оси ОХ. 

Вримгъръ 6-й. Построить собственныя и падающия гЬни кольца. 
На чертеж^ 422 изображено кольцо, образованное вращешемъ верти­

кальная круга вокругъ оси II, _|_ В, причемъ ось эта лежитъ въ плос­
кости круга. 

Направлений луча света ррх, p'p'i. 
Построимъ контуръ собственной тени. Несколько точекъ этого кон­

тура можно найти, проводя плоскости касательный къ кольцу, перпен-
дикулярныя къ Н или къ V и параллельный лучу. 

Такимъ способомъ найдены точки А, В, С, В, N, Н, V и 3, при 
чемъ первыя четыре лежать въ плоскости параллельной V и проходящей 
черезъ ось кольца. Определяются оне на V проведенпемъ лпшй касатель-
ныхъ къ кругамъ контура кольца и параллельныхъ р*р\. 

Вторыя четыре точки определяются па В проведенпемъ линий, каса-
тельныхъ къ контуру кольца и параллельныхъ ppv Лежать эти точки на 
экваторахъ кольца. 

Покажемъ построение случайныхъ точекъ контура собственной тени 
кольца. 

Проведемъ черезъ ось кольца случайную плоскость Q. Спроекти-
руемъ лучъ Р Р , на эту плоскость въ лишю ВРХ {rpv г'рх'). Повернемъ 
Q вокругъ II, въ -положение Qu параллельное V. Тогда лишя ВР% зай­
мете положеше В1Р1 (г^р,', гхрх), а крути сечения плоскости Q съ 
кольцомъ совпадутъ съ меридиональными кругами кольца, параллельными 
плоскости V. Проводимъ теперь на V лиши, параллельныя r/jpj' и ка-
сательишя къ кругамъ въ точкахъ тх, 7/, jx и Д'. Находимъ горизон-
тальныя проекщи этихъ точекъ на лиши Qht и поворачиваемъ плоскость 
Q съ найденными точками въ прежнее положеше. Тогда точки придугь 
въ места Ж, 7, J и F. 

Вместо того, чтобы строить проекцию ВРХ луча Р Р , на плоскость 
Qt можно было бы вместе съ плоскостью Q повернуть самый лучъ Р Р , 
вокругъ оси IIt на тогъ же уголъ въ томъ же направлении. Очевидно, 
после поворота вертикальная проекция р2'_р/ должна совпасть съ гх'р,'. 

Продолжая построения, подобныя темь, которыя были сделаны 
для нахождения точекъ М, 7, J и F. можно найти еще рядъ точекъ. 
Соединяя последшя плавными кривыми, получимъ контуръ собственной 
тени кольца. ЗамЬтимь, что для получения наивысшихъ и наияисшихъ 
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точекъ этого контура слъдуетъ проводить плоскость ф 2 черезъ лучъ РР1. 
Въ этой плоскости получатся точки Е, 1, 6 и К. 

Черт. 422. 

Еонтуръ падающей ткни на Н и V получится, какъ твнь оть кон­
тура собственной гЬни кольца. 

Замътимъ, что часть контура собственной ТЕНИ у горла кольца даетъ 
падающую т%нь на нижнюю часть самого кольца у горла его. 

Н. Рын»въ. 13 



274 О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Я П Р О Е К Щ И К Р И В Ы Х Ъ Л И Н И Й И П О В Е Р Х Н О С Т Е Й . П. 

Контуръ этой падающей ТЕНИ на самое кольцо показанъ на чертеже 
пунктирными линиями 7 8 , 9 и 35, 11. Лиши эти строятся по точкамъ 
пересечения съ поверхностью кольца лучей, проходящихъ черезъ точки 
контура собственой тЬни ТВ и 2^/3. 

Въ настоящемъ примере было въ общихъ чертахъ сказано о построе : 

ши тЬней падающихъ отъ гвла на само себя (лиши V В, 9 и 35 , 11, 
чертежъ 422). Разсмотримъ теперь этотъ вонросъ на примърахъ несколько 
подробнее, хотя по существу онъ не представляетъ новой задачи. 

Вримтъръ № 7. Построить собственныя и падаюпця тени половины 
усвченнаго полаго конуса (черт. 423). Ограничимся р'Ьшешемъ этой за-

Лишя В(х будетъ тенью, падающей отъ производящей АВ на И. 
Соединяемъ точки 5 и 6? и проведемъ черезъ А лучъ до пересечений съ 
5(? въ Т О Ч К Е Линия Ю будетъ тенью, падающей отъ производящей 
АВ на внутреннюю поверхность конуса. ДалЬе, изъ точки <50 проводимъ 
линш £0 Р", касательную къ внутреннему полукругу основания въ точки? 
В. Соединяемъ ¥ съ 5 и находимъ точку С, пересвчешя В8 съ верх-
нимъ внутреннимъ полукругомъ. Точка С будетъ служить началомъ тЬни, 
падающей отъ дуги АС на внутреннюю поверхность конуса. Построимъ 
Т Е Н Ь отъ какой нибудь точки В этой дуги. Проводимъ производящую 
вВЕ. Соединяемъ Е съ 5 0 и замЬчаемъ точку В пересечения Ев0 съ 
внутреннимъ полукругомъ основатя. Искомая гЬнь определится въ точке 
К пересечения луча ВК съ производяшей вЬ. Остальныя точки кривой 
СК1 строятся подобнымъ же образомъ. 

Контуръ гЬни, падающей отъ конуса на Н, будетъ строиться по общимъ 
правиламъ, разсмотреннымъ въ предыдупгихъ примерахъ. 

Вримтъръ 8-й. Построить собственныя и падаюпця тени половины по­
лаго конуса, стоящаго вершиною на В (черт. 424). 

Построимъ сначала контуръ собственной тени на внутренней поверх­
ности конуса. Проведемъ изъ вершины 5 внутренней поверхности конуса 

дачи въ пространстве, предлагая 
читателю решить ее самому въ 
проекщяхъ, руководствуясь сле-
дующимъ примеромъ 8-мъ реше­
т я аналогичной задачи. 

Черт. 423. 

Продолжаешь производяпщя 
внутренней поверхности конуса 
до пересечения въ вершине 5. 
Проводимъ черезъ 5 лучъ и на­
ходимъ его следъ 5 0 на плос­
кости основания конуса. Соеди­
няемъ точки 5 0 и В. 
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лучъ и найдемъ его пересечете £„ съ плоскостью основания конуса. Изъ 
проводишь касательную Ркх къ внутреннему полукругу въ точке 6 

и соединяемъ С съ в . Лишя Св и будетъ контуръ собственной тени 
внутренней поверхности конуса. Построимъ теперь тень, падающую на 
ту же поверхность отъ производящей Ав. Соединяемъ точки А и 5 0 

прямою Рп„ которая будетъ представлять следъ на плоскости основания 
конуса плоскости Р , проходящей черезъ лучъ £ 5 0 и точку А. 

Найдемъ точку О пересечения РА 2 съ внутреннимъ полукругомъ и 
соединимъ (У съ ¿7. Тень отъ А на поверхность конуса будетъ въ точке / 
пересечения луча AI съ про­
изводящей GS. 

Линия же 1S будетъ слу­
жить тенью отъ AS на вну­
треннюю поверхность конуса. 
Построимъ теперь тень, падаю­
щую на ту же поверхность отъ 
дуги АБС внутренняго полу­
круга. 

Тень К отъ любой точки 
В этой дуги строится такъ же, 
какъ и отъ точки А. Построивъ 
рядъ точекъ падающей тени, 
соединимъ ихъ плавной кривой 

стр. 268). На чертеже показаны эти построения, объяснить которыя 
предоставляемъ читателю. 

Дрымтьръ 9-й. Построить теня въ нише (черт. 425). 
Въ этомъ примере решете задачи заключается въ нахождений точекъ 

пересечения лучей, проходящихъ черезъ прямое АЗ и круговое АН ребра 
ниша съ внутренними ея поверхностями: цилиндрическою АН13 и сфе­
рическою — АМН. 

Найдемъ сначала тень, падающую на цилиндръ отъ ребра АЗ. Для 
этого проводимъ черезъ АЗ плоскость Р 4 и строимъ линию сечения ея 
съ Н и съ ниилиндромъ. Тенью отъ АЗ будуть линии >1 и 1'а0'. Далее 
строимъ т^нь аа цилиндръ отъ кругового ребра ЛЕН виши. Выбираешь 
на этомъ ребр% рядъ точекъ В, С...., проводимъ черезъ нихъ лучи и на­
ходишь пересечение ихъ Ь0', с0' и т. д. съ цилиндромъ. Кривая линия а 0 ' , 
V» с</> ¿0- и будетъ т ъ т ю отъ дуги АВСВ круга на цилиндръ. Начн-

Тени, падаюшия отъ конуса 
на V и В строятся по общимъ 
правиламъ (см. примерь 2-й, 

CKI. 

4 
Черт. 424. 

18* 
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ная отъ точки с10' тънь начинаетъ падать уже на шаровую поверхность. 
Для нахождения этой гвни приходится искать точки пересечения съ ша-
ромъ лучей, проходящихъ черезъ точки остальной части дуги круга 
ВЕР.... 

Черт. 425. 

Проводит плоскость Рв±_У и || РРг касательной къ шару и отагв-
тимъ точку касания Р. Вт» этой точк4 будетъ начинаться контуръ падаю­
щей на шаръ тени. Выберемъ на дуг* ВЕ какую нибудь точку Е, про­
ведет черезъ нее лучъ и найдемъ точку пересечения его съ шаронъ 
(си. стр. 220). Для этого перейдемъ отъ системы ^ къ системе ̂ , вы-
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бравъ й_1_ И и у РРХ. Проведемъ лучъ черезъ Е и черезъ этотъ лучъ 
проведемъ плоскость P 5 _ | _ F , которая въ пространстве пересечете шаръ 
по кругу радиуса е'к1; спроектируемъ шаръ, лучъ Е и упомянутый 
кругъ на плоскость В. (На В показаны проекщи лишь половины шара 
и круга, необходимый для решетя задачи). Точка е 0 1 ' пересечения луча 
«i 'e 0 l ' съ дугою круга е, 'е 0 1 ' и будетъ искомой. Переносимъ ее въ си-

V 
стему -д. 

Подобнымъ же образомъ можно найти еще рядъ точекъ, соединивъ 
который плавной кривой, получимъ 
контуръ d0'f падающей Т Е Н И на 
шаровую поверхность. 

Предоставляемъ читателю до­
казать, что кривая d0'f будетъ 
дугою эллипса съ осью g'f 1). 

Вримтъръ 10-й. Построить соб­
ственный и падаютщя Т Б Н И П О Л О ­

В И Н Ы эллипсоида, а также Т Е Н И , 

падаюпця на него отъ плоскаго 
пятиугольника ÄBCDE (черт. 
4264 

Для решетя этой задачи вос­
пользуемся общимъ способомъ, 
описаннымъ на стр. 266 (черт. 415). 

Построимъ сначала Т Е Н И самого 
эллипсоида. Начальный точки его 
собственной Т Б Н И будутъ въ точ-
кахъ V я G касашя его съ плос­
костями, параллельными лучу света 
и перпендикулярными къ V. 

Далее, контуръ собственной 
тени долженъ проходить черезъ 
точку I касашя эллипсоида съ 
плоскостью J_ .ff и ¡1  лучу света. Для построевзя остальныхъ точекъ кон­
тура собственной тени следуете проводить плоскости, пересе1$^щгя 
эллипсоидъ и J_ В, находить лиши (эллипсы) ихъ пересЬчешя съ эллип-
соидомъ и строить прямыя лиши, касательный къ найденнымъ эллипсамъ. 

Полученныя точки соедияяемъ плавной кривой FMIG, которая и 
будетъ контуронъ собственной тени. Тень отъ этого контура на плоскость 

1) Доказательство сл4дуетъ ваъ того, что проевпДей этого эллипса на В бу­
детъ прямая än'ot'' 

На черт. 312 показана часть ниши съ тенями. 

Черт. 426. 
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стЬны, къ которой прислоненъ эллипсоидъ, будетъ служить вонтуромъ 
падающей тъни. 

Для нахождений точекъ контура собственной т4ни можно было бы 
воспользоваться еще и другимъ способомъ, именно, проводя по разнымъ 
параллелямъ эллипсоида coпpикacaющiяcя коническпя, а по экватору, ци­
линдрическую, поверхности. 

s' 

Черт. 427. 

Такая коническая поверхность съ вершиной S проведена для нахож­
дения точки N. Черезъ вершину S проведенъ лучъ до перес4четя съ 
плоскостью взятой параллели въ точке 80. Изъ S 0 проведена касатель­
ная къ параллели 11 въ точит! N, которая м будетъ искомой. 

Т^нъ, падающая на эллипсоидъ отъ пятиугольника ABODE строится 
следующимъ образомъ: проводимъ черезъ вершины и рядъ точекъ кон­
тура пятиугольника плоскости _L В и находимъ эллипсы ихъ пересечения 
съ эллипсоидомъ. 
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Тогда точки пересечения этихъ эллипсовъ съ соответствующими лу­
чами будутъ принадлежать контуру тени, падающей на эллипсоидъ. 

Примтьръ 11-й. Построить тени, падуюпця отъ конуса на цилиндръ 
(черт. 427). 

Цилиндръ и конусъ нами взяты те же, для которыхъ ранее были по­
строены л и т и сечеюя (черт. 367 и 368) и собственный и падаюпця 
на Г и Л тени (черт. 418 и 420). 

Черт. 428. 

Чтобы построить тени, падаюпця отъ конуса на цилиндръ, следуетъ 
найти лити сучения цилиндра съ двумя плоскостями Р ш О,, касатель­
ными къ конусу и параллельными лучамъ света. Таковыми линиями 
являются эллипсы тпг и йю. Видимая въ проекции на В часть тени, 
падающей отъ конуса на цилиндръ, заштрихована. 

На черт. 428 показанъ общий видь пересекающихся конуса и ци­
линдра съ тенями; Чертежъ этогъ соетавленъ изъ чертежей... 418, 420 
и 427). 
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На черт. 429 изображены модели плоскостей проекщй и пересекаю­
щихся поверхностей, причемъ послЪднпя склеены по разверткамъ конуса 
и цилиндра (черт. 387 и 388) и освтзщенны лучами свята, параллель­
ными принятому направленно. 

Кроме разобранныхъ примъровъ, на чертежахъ 259, 260, 269, 298, 
315, 324, 325, 326, 327, 335, 338, 339 показанъ еще рядъ изображе­
ний различныхъ поверхностей съ Т Е Н Я М И . 

Читателю предлагается самому, въ видЪ упражнений, возстаяовить 
построения для получения контуровъ этихъ гьней. 

Задача .¥ 31. 
Построить собственный и падаюгщя тИши вазы (черт. 430). 
Prnuenie. 
Заданное тЬло состоять изъ ряда отдЬяьныхъ поверхностей, воторыя на чер-

тезкъ обозначены римскими цифрами I—X. Всю задачу можно раз ДЕЛИТЬ на рядъ 
отдвдьныхъ задать, каковыя слъдуетъ решать отдельно. 

Сначала опредъляемъ собственныя тЬни цилиндровъ I и YII таггь, какъ это 
было объяснено на стр. 269 (черт. 419). Дал4е строимъ собственныя т4нп коль-
цевыхъ поверхностей II и VIII, какъ это было объяснено на стр. 272 (черт. 422). 
Затвмъ строимъ собственную тЬнь на поверхности IV такъ, какъ было объяснено 
на етр. 277 (черт. 426) и на стр. 272 (черт. 422). 

Дал-Ье строимъ тЬни, падающдя отъ основатя кольца П на поверхность вра­
щения ГП и отъ основания цилиндра У на поверхность VI такъ, какъ это было 
показано на стр. 277 (черт. 426), гдъ была построена т4шь отъ пятиугольвика 
на эллипсоидъ. 

V 

Черт. 429. 



ТМШ КРИВЫХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ. 28: 

Наконецъ строимъ тънь, падающую отъ поверхности IV на цнлиндръ V. 
Построивъ контуры веъхъ собствевныхъ тьнен, строимъ контуръ падающей 

тъни на V и Я, какъ тънь отъ контура собственной твни. 
Задача Л» 32. 
Построить собственныя и падающдя гЬни капители тосканской полуколонны 

(черт. 431), прислоненной къ ствнъ. 

I 

Черт. 430. 

Рятете. 
Поверхность данной колонны можно расчленить на рядъ отдъльныхъ поверх­

ностей, обозначенныхъ на чертеже римскими цифрами I—VIII. 
Пяанъ рвтдевоя задачи будетъ заключаться въ слЬдующемь: 
1. Построение еобетвенвыхъ гЬвей каждой поверхности. 
2. Построение падаюгцихъ тввей оть одной поверхности на другую. 
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3, Построение т4ней, падаюгцихъ на V и И. 
Построение гЬней для каждой изъ восьми поверхностей производится согласно 

ранъе объяснеыныхъ прим4>ровъ. 
Скажемъ лишь НЕСКОЛЬКО сдовъ О ТОМЪ, какъ строится тънь, падающая отъ 

какой нибудь точки М ребра поверхности II на поверхность III. 
Проводимъ черезъ М плоскость _[_ V и | j лучу РР,. 
Строимъ кривую МП (вертикальная проекщя ея т'г') съчетя этой плоскости 

съ поверхностью III и замвчаемъ точку О пересъченИя луча MN съ этой кривой. 
Точка О и будетъ искомою тЬнью. 

Черт. 431. 

На чертежв показаны слЬдуюпде контуры собственныхъ тъней: 

Поверхности. Контуры. 

i ни» д / „ Jtj. 
И Ы,П„1г1,. 

Ш ABGD. 
IV 12 и часть дуги у точки 

V GS. 
^ 
VII 3 4. 

v m EF. 
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Контуры тъней, падающихъ на поверхность колонны: 

Контуры падающиъ Пшей. К о в т 1 Р ы собственный, т*не8, 
г отъ Еоторыгъ падаатъ т*нь. 

KL JJV 

5 6 ад. 
сов пх. 

27 JJ,. 
71 СВ. 
89 CD. 

9, 10 Пх. 
10, 11 • Uv 

11, 12 . . . . 2, 1. 
12, в 1, 13. 
14, 3 QXBV 

16, F 4, 3. 

Наконецъ, на V построены твни, падающИя отъ контуровъ собственныхъ тъней 
колонны. 

с) Элементы физической теор%и тгьней. 

Бъ началт. этого параграфа а также въ § 15 мы разсиатривали построение соб­
ственныхъ и падающихъ тъней исключительно съ геометрической точки зръщя 
не касаясь физической стороны явленПя. 
Съ этой точки зрИшИя р4шенИе задачи 
сводилось къ нахождению линНй каса­
ния данныхъ поверхностей съ цилин­
дрическими поверхностями, оберты -
вающими ихъ и параллельными лу-
чамъ свъта. Эти лиши служили кон­
турами собственныхъ твней. 

Построение же контуровъ падаю­
щихъ тЬней сводилось къ задачЬ на 
построение линий съчеша поверхностей. 

Такая постановка задачи является 
достаточной при исполнении обыкновен-
ныхъ техническихъ чертежей, въ ко-
торыхъ тЬни придаютъ большую на­
глядность изображения. 

При исполнении же художествен- Черт 432 
ньтхъ чертежей фасадовъ зданий, де­
талей художественной обработки комнатъ и т. п., иногда приходится прибегать къ 
оттъненИю ж раетушевгсЬ поверхностей, изображая ихъ тЬни такими, какими онв 
бываютъ въ действительности, или какими он-Ь кажутся глазу. 

Оттвнешя эти часто изображаются на глааъ, вавъ это дълаютъ художники при 
рнсованш съ натуры. 

Изложимъ некоторые элементы физической теорИи твней *). 

*) Подробности см. 1) Н. Рынинъ «Дневной св-Ьгь» СПБ. 1908 г. 
2) A. G5Uer <Lebrbuch der SchatterikoMtniktlonea nnd Belenchtangsknnde*. 

Stattgard. 
3) H . Goodwin «Architectoial shades and shadows*. Boston. 1904. 
4) J . Adhemar «Ombres». Paris. 1874. 4-me ed. 
о) А. Редеръ «Теорш гвней». СПБ. 1858. 
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1. Лучъ AM, падающий въ какой-нибудь точке Sí  (черт. 432) на поверхность S, 
и лучъ MB отражений дежатъ въ одной плоскости съ нормалью MN къ поверх­
ности въ этой точкъ. 

2. Угодъ а паденПн равенъ углу а отражения. 
3. Освещенность (е) данной точки поверхности пропорциональна косинусу угла 

а паденИя и обратно пропорциональна квадратамъ разстоянИя й освещенной точки 
отъ источника свьта. Если обозвачить силу источника свъта черезъ J, то осве­
щенность точки М выразится формулой: 

е = eos а (1) 

Освещенность эта измеряется въ направлении нормали MN къ поверхности и 
называется дгьйствлтелънои освгыцемностъю точки М. 

На чертежахъ обыкновенно и изображаютъ тени соответственно действитель­
ной освещенности разныхъ точекъ поверхностей. 

На картинахъ же изображаютъ не действительную а кажущуюся освпщенностъ 
точекъ, т. е. такую, каковою освещенность точки кажется наблюдателю. 

Нредположимъ, что въ точке К, находящейся отъ точки М въ разстояши г, 
помещенъ глазъ наблюдателя К. 

Если поверхность S полированная, то лучъ AM, отразившись по направлению 
MB, не попадетъ въ глазъ К, и наблюдателю будетъ казаться, что поверхность S 
не освещена. 

Если же поверхность матовая или шероховатая, то лучъ, попадая въ точку 
М, разсеется по разнымъ направленИямъ, причемъ часть силы света поглотится 
поверхностью, а разсеется некоторая доля еу падающаго света, причемъ 

el —- ке. 

Величина к называется коэффицИентомъ разееянИя, и она всегда меньше 
единицы. 

Лучъ, попадающий въ глазъ К, будетъ иметь силу 

е1 ке k.J. cosa 
'г = г* = ri = да _ Г2 " • (2) 

Такимъ образомъ точка М, имеющая действительную освещенность е, будетъ 
казаться глазу К освещенности «, = ке < е. 

Кроме того, въ зависимости отъ состояния атмосферы между глазомъ и точкой 
М, эта освещенность можетъ казаться еще меньше. 

Точки поверхности, обладающие наибольшей действительной освещенностью, 
могутъ казаться менъе осв-вщенными, нежели другИя, и наборотъ. 

Вопросы кажущейся освещенности мы предподагаемъ изложить въ курсе пер­
спективы. 

Здесь ate мы разсмотримъ лишь вопросы, относящиеся къ действительной осве­
щенности. 

При освещении небольшой поверхности параллелльными лучами солнечнаго 
св-Бта можно предположить, что все лучи подходить къ поверхности съ одинако­
вой силою / . Тогда въ формуле 1-й исключится вдИяше В, и она приметь видъ: 

e — Jcma (3) 
Если мы опрвдЬлимъ освещенность разныхъ точекъ поверхности, то можно со­

единить между собою плавными кривыми линИями точки, имеющую одинаковую 
освещенность. 

Т а т я лиши называются лингямираапой освпщеиности (изофоты). 
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На черт. 433, пзображенъ разръзъ шара плоскостью Т, проходящая черезъ его 
центръ и параллельной лучу Р^',. ЛинИи равпой освещенности шара спроектируются 
на плоскость Т въ линИи аЬ,сс1,... \ РР,. Углы паденИя лучей по этпмъ лишямъ на 
шаръ будутъ равны угламъ а,, л2, а3...90° между радИусамп шара оЪ, ой... п лучами, 
проходящими черезъ точки Ь, (I, и т. д. 

Освещенности точекъ Л, 6, й... будутъ равны 

. / соз а, 
J сов а 2. 

. JcosЖ = 0. 

На черт. 434 показаны проекции 
шара съ изображениями линш равной 
освещен ности. 

Если сзади шара находится ка­
кая нпбудь плоскость пли поверх­
ность, отражающая светъ съ коэффн-
щентомъ разсеяшя £, то задняя часть 
шара также будетъ освещена, хотя 
гораздо слабее, чвыъ передняя, при­
близительно на величину к. Можно 
и для задней части построить лиши 
равной освещенности. 

Если неосвещенный части шара 
покрызать краской определенной 
густоты, освещенный — совсемъ не 
закрашивать, а остальныя части за­
крашивать тонами густоты про­
порциональной ихъ освещенности, 
то проекщи шара изобразятся, какъ 
это показано на черт. 435. 

Черт. 433. Черт. 434. 

Лиши равной освещенности заменены площадками равно! освещенности, что 
соответствуетъ замене шара втшсаннымъ въ него многогранникомъ, составяеннымъ 
изъ рада коническихъ поверхностей, ось которыхъ проходить черезъ центръ шара 
ж параллельна лучу, а основаниями которыхъ елужатъ лиши равньгхъ осв4щен-
ностей. 

При этомъ предполагается, что плоскости V и Н отражаюсь светъ. 
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На чертежв 310 показанъ общий видь шаръ съ лошямп равной освещенности. 
На черт. 436 тотъ же шаръ изображенъ съ показанИемъ линИи видимой, а не 

действительной, освещенности. Лиши эти построены въ предположении, что шарь 
разсматривается изъ точекъ зренИя, расположенныхъ въ плоскости Р для проекции 
на Н или въ плоскости О; для проекции на V. Видимая или кажущаяся освещен-

Черт. 435. Черт. 136. 

ность каждой точки шара определялась по формуле (2-й), где г будетъ выражать 
разстоянИя точекъ шара до плоскостей Р или ф; отраженные отъ шара лучи все 
предполагаются перпендикулярными въ Р или къ О;. Чемъ дальше плоскости Р и 
Q, въ которыхъ предполагаются расположенными точки зренИя, будутъ удалены отъ 
шара, гемъ больше кажущаяся освещенность его будетъ приближаться къ дей­
ствительной. 

На черт. 437, для сравнения съ чертежами 436 и 436, изображены два шара съ 
ноказашемъ собственныхъ и падающнхъ теней, построенныхъ согласно правилъ, 
изложенныхъ въ § 22 (Ъ), не принимая во внимания физической стороны явления. 

Если дана поверхность случайнаго вида, то для построения лпнИй равной 
освещенности следтетъ въ рааныхъ точкахъ ея проводить нормали къ ней и 
определять углы между этими нормалями и направлениями лучей света. 
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Соединяя между собой точки, у которыхъ эти углы одинаковы, мы и получимъ 
лиши равныхъ осввщенностей. 

На чертежахъ 283, 310, 320, 323, 331, 334, 340 приведенъ рядъ прим-Ьровь съ 
изображениями линш равной освещенности для различныхъ поверхностей, прп-
чемъ площадки между каждой парой таковыхъ лишй закрашены однимъ и тЬмъ же 
соответственнымъ тономъ. 

На черт. 438 изображены база и капитель колонны съ показашемъ лишй рав­
ной освещенности и съ закраской поверхностей разными тонами по поясамъ рав­
ной освещенности безъ отмывки л тушевашя. 

Черт. 437.' 

При рисоваши карандашемъ или при ОТМЫВКЕ чертежа кистью представляется 
возможнымъ сгладить границы между поясами разной освещенности, делая ту­
шевку иди отмывку твней. 

На чертеже 439 изображенъ шаръ съ оттушевкой его тенен. 
На черт. 440 изображено кольцо съ такою же тушевкой. 
На черт. 441 изображены два цилиндрическихъ пересекающихся флянца въ 

фасаде и въ разрезе. 
На чертежахъ 442 и 443 показаны собственный и падаюпгдя ТЕНИ ДЛЯ капители 

и базы колоннъ 1оническаго (черт. 442) и Коринескаго (черт. 443) ордеровъ. Изо­
бражения эти были получены при помощи фотографирован!^ моделей, осьещен-



Черт. т. Черт. 440. 
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ныхъ лучами солнца, параллельными принятому ихъ направлению относительно 
плоскостей проекцш. 

Заканчивая этоть параграфъ, упомянемъ еще о такъ иазываемыхъ блестя-
щихъ точхахъ и литяхъ, который наблюдаются на хорошо подированныхъ по-
верхностяхъ. 

Блестящей точкой на полированной поверхности называется такая точка, въ ко­
торой падающИй лучъ свьта и лучъ, отраженный къ глазу наблюдателя, соста-
вдяютъ одинаковые углы съ нормалью къ поверхности въ данной точкв. Блестящей 
лингей поверхности называется геометрическое мъсто блестящихъ точекъ ея. 

Н, Рыюшъ. 19 
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Черт. 442. 



Черт. 443. 



292 ОРТОГОНАЛЬНЫЯ ПРОЕКЩИ КРИВЬТХЪ ЛИН1Й И ПОВЕРХНОСТЕЙ. II. 

При построении блестящихъ точекъ и лишй полированныхъ поверхностей въ 
ортогональныхъ проекцИяхъ слвдуетъ иметь въ виду, что эти точки и лиши бу-
дутъ разныя соответственно направлению лучей зрт.нИя перпендикулярно къ V 
иди перпендикулярно къ К. Въ первомъ случае отраженные лучи должны идти 

V, а во второмъ _|_ Н. 

% 23. Геометрически мъста. 

Геометричеекимъ мпстомъ называется геометрическая система, элементы которой 
удовлетворяютъ одному или несколькимъ определеннымъ геометричеекимъ усло-
вИямъ. 

Разсмотримъ простЬйнпя геометрическИя места. 
Прямая лимя есть геометрическое место точекъ, который могутъ удовлетво­

рять известнымъ геометричеекимъ условИямъ, напримерь, биссектрисса угла есть 
геометрическое место точекъ, равно удаленныхъ отъ его сторонъ. Перпендику-
ляръ, возстановленный къ прямолинейному отрезку въ середине посдедняго, 
есть геометрическое место точекъ, равно удаленныхъ отъ концовъ этого отрезка, 
и т. д. 

Плоскость можно разематривать, кавъ геометрическое место или точекъ, или 
прямыхъ лишй, удовлетворяющихъ целому ряду условий. Напримеръ, плоскость Р, 
параллельная плоскости @ и удаленная отъ последней на разстоянИи а, есть: 
1) геометрическое место точекъ, удаленныхъ отъ плоскости <2 на разстоянИе а, 
2) геометрическое место прямыхъ лишй, параллельныхъ О; и удаленныхъ отъ на 
разстоянИе о. 

Плоскость, перпендикулярная къ некоторому отрезку прямой линИи АВ и про­
веденная черезъ середину АВ, есть геометрическое место: 1) точекъ, равноуда-
ленныхъ отъ концовъ А и В отрезка или 2) линий, нерпендикулярныхъ къ дан­
ному отрезку и т. д. 

Шарь есть геометрическое место точекъ, равно удаленныхъ отъ данной точки, 
центра шара. Всякая плоскость, касательная къ шару, будетъ удалена отъ центра 
его на одно и то же разстоянИе, равное радНусу шара. 

Прямой круговой цилиидръ есть геометрическое место: 1) точекъ, удаленныхъ 
отъ данной прямой, оси цилиндра, на данное разстоянИе, 2) прямыхъ лиши, парал-
лельныхъ данной—оси цилиндра и удаленныхъ отъ нея на данное разстоянИе. 

Всякая плоскость, касательная къ такому цилиндру, будетъ удалена отъ оси 
его на одно и то же разстоянИе, равное радИусу цилиндра, и будетъ параллельна 
оси цилиндра или линИямъ, параллельнымъ этой оси. 

Прямой круговой копусь есть геометрическое место прямыхъ лишй, наклонен-
ныхъ къ данной лиши, оси конуса, подъ даннымъ угломъ а. Въ частности, если 
мы проведемъ плоскость, перпендикулярную къ оси конуса, то его поверхность 
будетъ служить геометричеекимъ местомъ прямыхъ линий, наклоненныхъ подъ 
даннымъ угломъ 90'—а къ данной плоскости. 

Всякая плоскость, касательная къ такому конусу, будетъ наклонена къ осп 
его или къ лишямъ, параллельнымъ этой оси, подъ угломъ а. Въ то же время 
всякая такая касательная плоскость будетъ наклонена къ плоскости, перпендику­
лярной къ осп конуса, подъ угломъ 90°—а. 

Въ зависимости отъ числа и характера условий, опредвляющихъ различные 
геометрические элементы, последние можно разематривать. какъ результаты по­
строений, произведенныхъ сочетаниями разлпчныхъ геометричеекпхъ месть, каждое 
изъ которыхъ удовлетворяетъ одному изъ заданныхъ условий. 

Вь виду разнообразия и многочисленности комбинаций геометрическихъ месть, 
разсмотримъ лишь некоторая изъ нихъ на примерахъ решенИя задачъ, причемъ 
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последнИя будемъ р-Ьшать сначала въ пространств*., а потомъ укажемъ планъ ре­
шения ихъ въ проекцНяхъ. 

Задача .¥ 33. Даны две плоскости Р и О;. Требуется провести линИю, парал­
лельную ииъ и въ разстоянИи а отъ Р и Ь отъ Q ("черт. 444). 

Ргыиеш'с задачи въ пространств»,. Проводимъ плоскость _Р„ параллельную Р въ 
разстоянИи а оть нея. Эта плоскость будетъ служить геометрическимъ ывстомъ 
прамыхъ линш, удовлетворяющихъ одному 
изъ заданныхъ условий. 

Подобнымъ же образомъ проводимъ 
плоскость 0;и параллельную на раз­
стоянИи Ь отъ нея. Всякая прямая, лежащая 
въ этой плоскости, будетъ удовлетворять 
второму изъ заданныхъ условий. Очевидно, 
линия АВ пересечения плоскостей Р , и 

будетъ искомой линией, удовлетворяю­
щей обоимъ заданнымъ условИямъ. 

Рлшете задачи въ проекщяхъ будутъ 
заключаться въ слъдующемъ: 

1) Проводимъ плоскость Р1, параллель­
ную Р на 2'азстоянш а нея. Для этого: 

a) задаемся въ плоскости Р какой Черт. 444. 
нибудь точкою М, 

b) возстанавливаемъ въ точке М перпендикуляръ къ плоскости Р, 
c) откладываемъ на этомъ перпендикуляре отъ точки .ЯГ отрезокъ М1Я — а, 
(I) проводимъ черезъ точку Л" две кавихъ нибудь лиши &ТК и Л'Х, параллель­

ный плоскости Р, напрпмеръ, параллельный следамъ Ре и Р/г плоскости Р. ЛинИи 
УК и ЖЬ и определять искомую плоскость Р1. 

2) Подобнымъ же образомъ проводимъ плоскость § 5 , параллельную пло­
скости ф въ разстоянИи Ь отъ нея. 

3) Находимъ линИи с е ч е т я плоскостей Рх и 
ИзследованИе задачи будетъ заключаться въ определении числа решений. Въ 
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данномъ случат., очевидно, будетъ четыре рт.шетя, въ зависимости отъ того, съ 
какой стороны данныхъ плоскостей мы будемъ проводить плоскости Р 1 и О,. 

Задача X 34. Провести черезъ данную точку А прямую лпшю подъ угломъ а 
къ данной плоскости Р и подъ угломъ 3 къ данной плоскостп О, (черт. 445). 

Ртиенге задачи съ пространства. 
Изъ точки А опускаемъ перпендикуляры А01 и А02 на плоскости Р ъ О,. 
Принимая эти перпендикуляры за оси конусовъ съ вершиною въ А, описы-

ваемъ вокругь нихъ эти конуса, одинъ вокругъ оси АО, съ угломъ между осью 
и производящими 90°—а и другой вокругъ оси АО, съ угломъ 90°—а. Очевидно, 
лпнга АВ п АС сЬчетя поверхностей этихъ конусовъ будутъ удовлетворять обо¬
инъ заданнымъ условИямъ. 

Черт. 446. 

Ргъшетя задачи въ проекцгяхъ. 
Если плоскости Р и <2 заданы случайно, то прежде всего, при помощи мето-

довъ вращенИя или перемъны плоскостей проекций, переходимъ къ наиболее вы­
годному пхъ задашю, напримъръ, къ такому, при которомъ л и т я ихъ свченНя пер­
пендикулярна къ новой плоскости проекцш (черт. 446) и находимъ въ этой си­
стеме —! проекцш точки А {а^',). Строимъ проекцш на V, двухъ вышеупомяну-

•"1 
тыхъ конусовъ. имЬя въ виду, что углы наклона ихъ производящихъ отдъла къ 
плоскостямъ Р и ф спроектируются на Т1 безъ искажения. Выбираемъ высоты А01 

п А0% этяхъ конусовъ такъ, чтобы ддивы производящихъ обоихъ конусовъ были 
равны между собою, т. е. чтобы 

о',»!', — а',*',. 

Основанш этихъ конусовъ спроектируются на V, въ виде лиши, перпендику-
лярныхъ соответственно къ а'1©'3 и а\о\. 
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ЛинИя пересечения этихъ оснований спроектируется на \ \ , въ впдЬ точки. 
Обозначимъ точки пересвчетя этой лиши съ поверхностями конусовъ черезъ X 
и Г. Проекции зтихъ точекъ на 1*1 бтдутъ точки х'-^у^. 

о У У Найдемъ проекции ихъ на И. Перейдемъ отъ системы 1 къ систем-Ь и ваи-
демъ проекции круга основания конуса съ осью А О, на Р. Проводя изъ точки х\ 
перпендикудяръ х\хг къ найдемъ точки ж2 и уг пересЬченИя его съ новой 
проекцией круга. Эти точки определять намъ разстоянИе искомыхъ горизонталь-
ныхъ проекций точекъ X и У до оси 0 2 Х 2 . Опускаемъ теперь изъ точки яг!\у'\ 
перпендикуляръ на 0,Х„ и откладываемъ внизъ отъ оси 0 2 Х 2 полученный раз-
стоянИя q и Ь. Находимъ точки х1 и ух. ЛинИи АХ (а ,^, а,'^') и АТ («,2/„ а\у',) и 
будутъ искомыми. Теперь остается только перейти отъ системы плоскостей п|ю-

• У\ - . V екцги -=- къ заданной систем* . 
н 

Задача Л? 35. 
Провести плоскость на данномъ разстоянИи г отъ данной точки А, подъ угломъ 

а къ Я и подъ угломъ ¡3  къ У. 
Рпшете задачи въ пространств»,. 
Всякая плоскость, касательная къ шару радИуса г съ центрояъ въ точке А, бу-

детъ удовлетворять первому условию. 
Проведемъ черезъ центръ шара профильную плоскоскоеть п примемъ ее зп 

плоскость чертежа (черт. 447). Опу-
стимъ изъ центра шара перпендику­
ляръ 8хА на плоскость Н и примеыъ 
его за ось конуса, производящий ко-
тораго были бы наклонены къ Я 
подъ угломъ а и который касался 
бы шара. 

Подобнымъ же образомъ опи-
шемъ конусъ вокругъ шара, но съ 
осью перпендикулярной къ У и съ 
производящими, наклоненными къ 
У подъ угломъ [3. Всякая плоскость, 
касательная къ первому конусу, 
будетъ удовлетворять двумъ усло-
ш'ямъ: 

1) она будетъ удалена отъ точки Черт. 447. 
А на разстояше г, 

2) она будетъ наклонена къ Н подъ угломъ а. 
Всякая плоскость, касательная ко второму конусу, будетъ удовлетворять также 

двумъ условИямъ: 
1) она будетъ удалена отъ точки А на разстоянИе г, 
2) она будетъ наклонена къ У подъ угломъ ^. 
Очевидно, плоскость, одновременно касающаяся двухъ конусовъ, будетъ удо­

влетворять всъмъ заданнымъ условИямъ. 
Опредвлимъ эту плоскость. 
Она должна заключать въ себъ вершины обоихъ конусовъ, т. е. проходить че 

резъ пинИю £[¿2. Слвдъ плоскости на Н долженъ проходпть черезъ горизонтальны и 
сл-Ьдъ лиши а такъ какъ эта плоскость должна касаться конуса, стоящаго на 
Н% то горизонтальный с.тьдъ искомой плоскости долженъ касаться горизонтальнаго 
слъда этого конуса. Дв4 лиши: б^в, и найденный горизонтальный ствдъ плоскости 
вполне опредъяяютъ искомую плоскость. 

Эту плоскость можно было бы определить еще и сл-Ьдующимъ образомъ: 
Найдемъ круги 1, 2 и 3, 4 касания обонхъ ковусовъ съ шаромъ и опред-Ьличъ 
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точки X к У пересечения этихъ круговъ. Каждая изъ этихъ точекъ съ лишей 
определить по плоскости, удовлетворяющей заданнымъ условНяыъ. 

Задача № 36. 
Провести черезъ данную точку А прямую лишю на данномъ разстоянш г отъ 

данной прямой лиши МЖ и подъ даннымь угломъ кь другой прямой РО,. 
Рпгиенге задачи въ пространств» (черт. 448). 
Описываемъ вокругъ лиши МЖ цилиндръ радИуса г. Черезъ точку А прово-

димъ плоскость, касательную къ этому цилиндру. Всякая лишя, проходящая че­
резъ точку А въ этой плоскости удовлетворяетъ двумъ условИямъ: 

1) она проходить черезъ точку А, 
2) она проходить на данномъ разсгоянИи отъ лиши МЖ. 
Проводимъ теперь черезъ точку А лиаИю, параллельную лиши РО; и описы­

ваемъ вокругъ нея, какъ вокругъ оси, конусъ съ вершиною вь точки» А и съ 
угломъ между производящими и осью равнымъ а. 

Находимь лиши сЬченИя АХ в АУ этого конуса съ ранее проведенною пло­
скостью. Эти линИи, очевидно, будутъ удовлетворять всЬмъ заданнымъ условИямъ, т. е.: 

1) онъ проходить черезъ точку А; 

Ь 

Черт. 448- Черт. 449. 

2) 'онъ проходятъ на данномъ разстоянш г отъ линИи МЖ, такъ какъ лежать 
въ плоскости, касательной къ цилиндру съ осью МЖ; 

3) онъ наклонены подъ даннымь угломъ а къ оси конуса, а следовательно, и 
къ линш РО, такъ какъ лежать на поверхности конуса, вс4 производящий котораго 
наклонены къ линш Р§ подъ угломъ а. 

Задача Лг 37. Провести черезъ точку А плоскость подъ угломъ а къ В. и подъ 
угломъ ,3 къ V. 

Задача решается подобно задаче № 35. Сначала проводимъ плоскость на ка-
комъ нибудь произвольномъ разстоянш а отъ точки А, а потомъ проводимъ черезъ 
точку А плоскость ей параллельную. 

Проследимъ, более подробно, решение еще одной задачи. 
Задача Л? 38. Даны: две плоскости Р ж две точки А в Б, два угла а и р 

и два отрезка г, и г2 (черт. 449). Требуется: провести лишю подъ угломъ а къ пло­
скости Р, подъ угломъ 3 къ плоскости О;, на разстоянИи гх отъ точки А и на раз­
стоянш г отъ точки В. 

Рншеяге задачи въ прострацстт. Искомая динИя, которую обозначимъ черезъ ХТ, 
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должна, согласно заданию, одновременно удовлетворять четыремъ условиямъ. Раз-
смотримъ тъ геометричесшя мъста, которымъ должна принадлежать искомая линия. 
Зададимся въ пространств*, случайной точкой 5 (черт. 450) и примемъ ПОСЛЕДНЮЮ 
за вершину двухъ конусовъ, изъ которыхъ одинъ КО, стоялъ бы на Р и имълъ 
бы производящий наклонныя къ Р подъ угломъ а, а другой—50 2 стоялъ бы на О, 
и имълъ бы производящий наклонныя къ § подъ угломъ 8. Очевидно, что сово­
купность производящихъ конуса 80, представляютъ изъ себя геометрическое мъсто 
прямыхъ линий, наклоненныхъ къ О подъ угломъ а, а совокупность производящихъ 
конуса 5Р 2 представляютъ изъ себя геометрическое место прямыхъ, наклоненныхъ 
къ О, подъ угломъ 3. Линии £1 и 52 сечения обоихъ геометрическихъ мъстъ будутъ 
одновременно удовлетворять двумъ заданны»иъ условиямъ, т. е. будутъ наклонены 
подъ угломъ а къ Р и подъ угломъ ¡3  къ ф. Опишемъ теперь вокругъ точекъ А 
и В два цилиндра, оси которыхъ были бы параллельны, напримвръ, одной изъ 

Черт. 450. 

найденныхъ линИй Я , и проходили бы черезъ точки А и В. Радиусъ цилиндра А 
пусть будетъ равенъ отрезку г„ а радиусъ цилиндра В — отрезку г,. Очевидно, 
что лиши съчешя цилиндровъ будутъ удовлетворять вст.мъ четыремъ заданнымъ 
условИямъ. 

Число ргьшепш задачи зависитъ отъ величины заданныхъ элементовъ а, 3, г, и г 2 

отъ расположения точекъ А и В и отъ величины угла <р между плоскостями Р и 
ф. Въ общемъ случат, будетъ 4 решения. Два изъ нихъ показаны на черт. 450 
(пиши ХТ и 2ТГ). Проведя цилиндры А и В съ осями параллельными лиши 52 
съчешя конусовъ, мы получили бы еще два решения, если эти цилиндры пересе­
кутся,—одно рт>шеше, если эти цилиндры каснутся,—и ни одного, если цилиндры 
не пересекутся и не каснутся. Если конуса не пересекаются, а лишь касаются 
другъ друга (черт. 451), то возможны два решения (лиши 1 Г и 2УР) лишь тогда, 
когда цилиндры пересекаются. Если же цилидры касаются (черт. 452), то решение 
будетъ одно и, наконецъ, если цилиндры не будутъ ни пересекаться, ни касаться, 
то не будетъ ни одного решения (черт. 453). Равнымъ образомъ не будетъ ни 
одного решешя, если конусы не будутъ ни пересекаться, ни касаться (черт. 454). 
Такимъ образомъ, въ зависимости отъ величины и отъ вааимнаго расположения 
заданныхъ элементовъ возможны одновременно: или 4 решешя, или 3, или 2, 
или 1, или ни одного. 

Рлшенк задачи въ проекцгяхь. Разсмотримъ, какъ решить задачу въ проекцИяхъ. 
Примемъ общИй случай решения, соответствующий чертежу 450-му, и построимъ 
одну изъ искомыхъ лиши, напримеръ, ХТ. 
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Планъ р е ш е т я задачи будетъ следующий: 1) построение двухъ конуеовъ, удо-
влетворяющихъ упомянутымъ условИямъ, 2) нахождение лиши съченИя этихъ кону­
еовъ, 3) построение двухъ цилиндровъ съ осями, проходящими соответственно че-
резъ точки Л и В и параллельными одной изъ найденныхъ линИй сеченИя кону­
еовъ, 4) построение лиши ст>ченНя этихъ цилиндровъ. 

Черт. 461. Черт. 452. 

Для того, чтобы построить линию съченИя двухъ конуеовъ выгодно переменить 
плоскости проекции такъ, чтобы линИя сеченИя плоскостей Р и @, а следовательно 
и сами плоскости Р н §, были перпендикулярны къ новой плоскости проекций. 
Тогда на эту новую плоскость проекций оба конуса спроектируются въ виде тре-
угольнпковъ съ общей вершиной, а углы при основанИяхъ ихъ будутъ соответ­
ственно равны а и 3. 

Черт. 453. Черт. 454. 

Переходимъ къ чертежу 455. На немъ даны (справа вверху) плоскости ? п § 
следами Р«, РЬ и §г>, (¿¡1  и проекции а', а и Ъ',Ъ точекъ Л а В. Находимъ проекцИп 
т'п', тп лиши МЛТ сеченИя плоскостей Р и О. и меняемъ плоскости проекций до 
техъ лоръ, пока лишя NN не сделается перпендикулярной новой плоскости про­
екций. Для этого сначала вместо У выбираемъ плоскость .В, перпендикулярную II 

и параллельную МК (01Х1 \\ тп); въ системе - имеемъ плоскости Р и ф заданными 
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стадами Рг, РЬ и Ог, (¿71 точки А и В—заданный проекциями а,', а и б,', Ь и пря­
мую ДОГ—въ проекцняхъ от1'п1' и тл. Мъняемъ снова плоскости проекций, заменяя 
В. черезъ Т, причемъ Т выбираемъ перпендикулярной ДОГ ( 0 2 Х 2 _|_ »1,«,'). Въ 

Т 
систем*. плоскости Р в О, определяются следами Рг, Р< и фг, фг, точки 4 и В— 
проекциями аи', ах и Ь/, й, и прямая ДОГ—проекциями т^п,, »>,«!. 

Т 
Задаемся въ системе случайной точкой 5 (,«', в,) и принимаемъ ее за оощтю 

Черт. 455. 

верипину двухъ конусовъ. Ось одного иаъ нихъ будетъ перпендикулярна къ пло­
скости Р и спроектируется на Т въ линИю, перпенди­
кулярную къ Р<, а самый конусъ спроектируется на Т 
въ виде равнобедреннаго треугольника съ угломъ при 
основати равнымъ а. Другой конусъ спроектируется 
на Т также въ виде треугольника, высота котораго бу­
детъ перпендикулярна 0$, а углы при основании будутъ 
равны р. Что же касается длинъ равныхъ сторонъ вто­
рого треугольника, то выбираемъ нгхъ равными длине 
равныхъ сторонъ перваго треугольника на основании 
ствдуюгцихъ соображений. Представимъ себе въ простран­
стве шаръ (черт. 456) съ центромъ въ точке 5. Примемъ 
эту точку за верипину двухъ конусовъ съ углами а и Черт. 45С. 
3 при основании. Для нахождения линий сечения этихъ конусовъ достаточпо 
заметить точки 1 и 2 пересечения между собою следовъ (круговъ") обоиихъ кону­
совъ на поверхности шара и соединить птн точки съ вершиною 5. Но круги 



300 ОРТОГОНАЛЬНЫЯ ПРОЕКЦИИ КРИВЫХЪ ЛИН1Й И ПОВЕРХНОСТЕЙ. и . 

основания конусовъ пересекутся при условИи, что они лежать на поверхности 
шара, т. е. длины производящихъ обоихъ конусовъ будутъ равны, чт>мъ и объя­
сняется поставленное ранЬе условие равенства сторонъ въ обоихъ треугольникахъ 
(черт. 455) служащими проекциями конусовъ на плоскости Т. Проекциями на пло­
скости Т точекъ 1 и 2 евчешя круговъ основания конусовъ будетъ точка 11, 2 Г 

Чтобы найти разстоятя точекъ 1 и 2 отъ плоскости Т перейдемъ къ новой си-

стемъ плоскостей проекций замънивъ .й черезъ плоскость Я, параллельную осно­
ванию конуса съ угломъ а. Проекция вершины конуса на плоскости Я будетъ 
точка 5/, основание конуса (а) на плоскости 5 спроектируется въ виде круга, на 
которомъ находятся проекции И/ и 2, точекъ 1 и 2. Теперь нетрудно построить 
проекции 1/ и 2и' техъ же точекъ и на плоскости В. Такимъ образомъ мы решили 
две изъ поставленныхъ нами четырехъ частныхъ задачъ и нашли две линИи 51 и 
52 въ проекцйяхъ на плоскости Т и й, где эти линии обозначены в,^ и в ^ ' , 

Выберемъ изъ нихъ одну 51 и будемъ проводить искомую линИю параллельно 
линии 51. 

Переходимъ теперь къ решению третьей и четвертой частныхъ задачъ, т. е. 
построимъ два цилиндра, оси которыхъ были бы параллельны линИи 51 и прохо­
дили бы—одного черезъ точку А, а другого—черезъ точку В, и радиусы этихъ ци-
линдровъ были бы соответственно равны даннымъ отрезкамъ гг и г 2, и затЬмъ 
найдемъ линИи сечения этихъ цилиндровъ. 

Сечение цилиндровъ съ параллельными осями легко находить, если оси ихъ 
перпендикулярны къ плоскости проекций. Поэтому поворачиваемъ линию 51, парал­
лельно которой должны быть направлены оси цилиндровъ, а вместв съ ней и 
точки А в В въ системе -= до тЬхъ поръ, пока линия в ! не будетъ перпендику¬
лярна къ В. Для этого первое вращение производимъ вокругъ линИи 
цц), проходящей черезъ точку 5 и перпендикулярную къ й. Вращаемъ линию 51 
до тЬхъ поръ, пока она не будетъ параллельна плоскости Г. Тогда 5/12' должна 
быть параллельна 02Х3. 

Угодъ поворота—7. Проекщи поворачиваемыхъ элементовъ после перваго по­
ворота будутъ: лиши 51 — (V V ; Мз) , точекъ А и В . . а 2', а 2 и Ь2', Ь„. 

Второй поворотъ производимъ вокругъ оси 1^1г (»а'*а'> проходящей черезъ 
точку 5 и перпендикулярной къ плоскости Т. Вращение производимъ до техъ поръ, 
пока линия 51 не будетъ перпендикулярна къ плоскости В; уголъ поворота—8. 
Новое, окончательное положение лиши 51 и точекъ А и В после второго поворота 
будетъ: а,', а„ Ъ3', Ъг. Такъ какъ теперь лилия 31, параллельно которой 
должны располагаться оси цилиндровъ, перпендикулярна къ В, то на эту плоскость 
оба цилиндра спроектируются въ видв круговъ: одного съ центромъ а', радиуса г, 
и другого съ центромъ Ь3', радиуса г 2. 

На Т оба цилиндра спроектируются въ видЬ прямоугольниковъ. Горизонталь­
ная проекция искомой линии сечения двухъ цилиндровъ определится точкой хгу3 

пересечения круговъ (другое р е ш е т е — точка г3и'3), а вертикальная проекция — 
будетъ линия х3уг перпендикулярная 0 2 Х 2 (одно решение). 

Такимъ образомъ искомая пиния найдена. Остается ее привести въ заданнную 
систему — . Для этого достаточно сделать два обратныхъ вращения вокругъ осей 

и / 2 / 2 на соответственно на углы ] и 8, н две перемены плоскостей про­
екций. При этихъ построешяхъ д и т я Х У въ проекцйяхъ обозначена следующимъ 
образомъ: 

Т 
1. Система ^ . . . а) Линия яс&„ х,'у3'. 

б) после обратнаго поворота вокругъ оси 1^ на уголъ о— 
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о) поспъ обратнаго поворота вокругъ оси / t J t на уголъ f— 

• жу, ж, V 

. ху, х'у' (искомое рвшенИе). 

§ 24. Построете тригранныхъ угловъ. 

Каждый тригранный уголъ 5 заключаетъ въ себъ 6 элементовъ: 
1. три плоскихъ угла а, Ъ и с; 
2. три двугранныхъ А, Л, С (черт. 457). 
Условимся обозначать плоскИе углы, противолежащие двуграннымъ, малыми 

буквами алфавита того же наименования. 
Каждые три элемента вполн-Ь опредвляютъ тригранный уголъ. Поэтому воз­

можно столько комбинации задашй триграннаго угла, сколько можно составить со­
четаний изъ 6 элементовъ по три. 

Сочетания этп будутъ таковы (отбрасывая повторения). 

Черт. 457. Черт. 458. 

Разсмотримъ рвшеяйе задачъ на построение тригранныхъ угловъ. 
Задача Л? 39. 
Даны три плоскихъ угла а, Ъ, е. (сочетание 1-е). Построить тригранный 

уголъ (черт. 458). 
Pmtteuie. 
Предположимъ, что тригранный уголъ MXPS разрАяанъ по одному ребру, на-

примвръ, по 8Р, и грании его совмвщены одна съ другою и съ плоскостью Л. 
Тогда углы а, Ъ, и с будутъ изображены на плоскости H безъ искажения. Рас-

положимъ ребро SM перпендикулярно къ V. Да.тЬе отмътимъ на peôpi SP  въ двухъ 
его положенияхъ SPi a SPt одну и ту же точку Р и будемъ поворачивать грани 
SNP и SMP соотввтственно вокругъ реберъ SN и SM до ткхъ поръ, пока объ 
точки Р, и Р 2 не совпадутъ. Такъ какъ движение точекъ Pi и Р 2 будеть сове р 
пиаться въ плоскостяхъ, соотввтственно перпендикулярвыхъ къ 5М и 8N, то гори-

2. Система ~ 
IL 
V 3. Система -= IL 
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зонтальныя проекции этихъ точекъ будутъ двигаться по линИямъ Pip и Рр2, соот­
ветственно перпендпкулярнымъ къ sm и sn. Точка р—пересечения линИй Р 2 р и Р 2 р 
и будетъ горизонтальной проекцией искомой точки. 

Вертикальная ея проекция должна лежать ва перпендикуляр*, къ ОХ, опущен-
номъ пзъ точки р. Такъ какъ ребро SM выбрано перпендику.тярнымъ къ ОХ, то 
разстоянИе точки р до этого ребра будетъ практиковаться на Y безъ искажения; 
поэтому засъкаемъ перпендикуляръ рр' изъ точки m', какъ изъ центра, дугою ра­
диуса равнаго длин*. тР„ перпендикуляра, опущеннаго пзъ точки Р 2 на ребро sm. 

Точка р' и будетъ искомой вертикальной проекции точки Р. 
Задача M 40. Даны два двугранныхъ угла В и О и плосшй уголъ а между 

ними (сочетание 2-ое). Построить тригранный уголъ. 
Рпшетс. 
Предположимъ, что грань SMN, заключающая въ себе плосюй уголъ о, со­

вмещена съ плоскостью H такъ, что ребро S M стало перпендикулярнымъ къ V. 
Если обозначить двугранный уголъ при ребре SM черезъ Б, то этотъ уголъ на V 
спроевтируется безъ искажения. 

Поэтому проводимъ линию т'р', с.тЬдъ на V грани SMP, подъ угломъ В къ ОХ. 
у у 

Переходимъ теперь отъ системы плоскостей проекций къ систем*, -gr съ но­
вой осью О, Х„ причемъ TY выбираемъ перпендикулярной къ ребру SN. Стро-
днмъ въ этой систем*, с.тьдъ р / n / грани SPX на ]",' такъ же, какъ и раньше это 

V 
ДБ.талп для грани &РМ въ систем*.^.. Линия р/п/ попдетъ подъ угломъ С къ 0,Х,. 

V 
Теперь остается въ систем*, jj найти линИю сЬченИя граней SPM и SPN. Для 

этого пересЬкаемъ об*, грани горизонтальною плоскостью, отстоящею отъ H на ка-
комъ нпбудь разстоянИи h, и находимъ ливИи съченИя этой плоскости съ плоско­
стями граней. Точка Р пересечения итихъ линИй и будетъ определять положение 
ребра SP. Вертикальная же проекция р' ;>той точки будетъ лежать на линИй т'р'. 

Задача .V 41. 
Даны два плоскихъ угла а и Ь п одинъ двугранный А, протнволежащш пло­

скому углу о (сочетание 3-е). Построимъ тригранный уголъ (черт. 460). 
Pnmeuic. 
Строимъ грань SMJ4, заключающую уголъ Ъ, на плоскости П такх, чтобы ребро 

S M было перпендикулярно къ ОХ. 
Тогда уголъ А при ребр*. SM будетъ на V проектироваться безъ искажения и 

стЬдъ грани SMP на V поидетъ по лиши s'p' подъ угломъ А къ ОХ. Искомое 
ребро SP определится, очевидно, какъ линия е*>чешя грани SMP съ поверхностью 
конуса, веошина котораго находится въ точке S, осью служить ребро SX, а про­
изводящая наклонены къ этой оси подъ ггломъ а. 

" У Для построения этой линии переходимъ отъ системы плоскостей проекщи 
У 

къ систем*. , причемъ Т ' выбираемъ перпендикулярной къ SX. Строимъ въ си-

V 
стемА ~jj слЬдъ »ф, грани SMP па ) п слЪдъ конуса и находимъ точки р,' и р2 

пересечения этихъ следовъ. Задача, очевидно, допускаетъ въ общемъ случае два 
У 

решетя. Найдя, напримАрь, точку Р въ систем* jj и соединивъ ее точкою S, мы 
такимъ образомъ опредвлимъ искомое ребро SP. 

Задача И* 42. 
Даны два двугранныхъ угла В л С я одинъ плосшй с, противолежащий одному 

изъ данныхъ двугранныхъ угловъ (сочетание 4-ое). Требуется построить тригран­
ный уго.ть (черт. 461). 
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Ргьшеиге. 
Проводпмъ въ плоскости H ребро SM перпендикулярно къ оси ОХ. Пусть 

чорезъ это ребро проходить грань SMP, составляющая уголъ В съ плоскостью 
грани SMN~, прпчемъ последнюю предполагаемъ совмещенной съ Н. Уголъ В 
будетъ проектироваться на V безъ искажения. Цроводимъ слЬдъ т'р' грани SMP 
на V подъ углом* В къ ОХ. Дал4е совмьщаемъ эту грань съ Н, вращая ее около 

S 

Черт. 459. Черт. 160. 

ребра 8М. После совмЬщешя уголъ с будетъ проектироваться на А7" безъ искаже­
ния. Проводпмъ изь случайной точки р0, выбранной на оси ОХ, линию р 0 5 подъ 
угломъ е къ ям. Точку 5 пересечения лиши р 05' и тв принимаемъ за вершину трп-

Черт. 461. Черт. 462. 

граннаго угла. Возвращаемъ теперь грань 8МР въ прежнее положение. Пусть по­
вернутое обратно положение точки ра будетъ р'. Теперь задача сводятся къ сле­
дующей: черезъ данную прямую 5 Р провести плоскости подъ угломъ С къ Н. 

Для решения этой задачи поступаемъ елЬдующпмъ образомъ: принимаемъ 
точку Р^за вершину конуса, производящий котораго наклонены къ И подъ угломъ 
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С. Находимъ горизонтальный с.твдъ Nn этого конуса и изъ точки s проводимъ 
линию s H, касательную къ этому слъду. ЛинИя эп, будучи с.тЬдомъ на Я плоскости, 
касательной къ конусу, и будегъ искомымъ ребромъ SN триграннаго угла. 

Задача Л 43. 
Даны два плоскихъ угла 6 и с и одинъ двугранный А, заключенный между 

ними (сочетание 5-е). Требуется построить тригранный уголь (черт. 462). 
l'mueuie. 
Предполагаем!, грань SMN, заключающую уголь Ь, совмещенной съ H такъ, 

что ребро SM перпендикулярно ОХ. Строимъ въ совмещении съ H другую грань 
SMP, заключающую уголъ с. Поворачи-
ваемъ далъе эту грань вокругъ ребра SM 
до твхъ поръ, пока она не будетъ на­
клонена къ H (а следовательно и къ грани 
SMN) подь угломъ А. Тогда точка Р — 
С.ТБДЪ ребра SP на V и определить сов­
местно съ точкою S положение искомаго 
ребра SP. 

Задача Л? 44. 
Даны три двутранныхъ угла А, В и 

С (сочетание 6-е). Построить, тригранный 
уголъ (черт. 463). 

Рптенге въ прострой, пвгь. 
Проводимъ плоскость грани SMP пер­

пендикулярно къ V подь угломъ А къ 
И. Далее выбираемъ на оси ОХ какую 
нибудь точку N. ь проводимъ въ про­
странстве черезъ нее плоскость SPN подъ 
угломъ В "5ть грани 8МР и подъ угломъ 
С къ грани ÏIMN. 

Рклиете въ проскцгяхъ этой задачи по-
доб*' ' решению задачи № 35. 
' ' эоведемъ черезъ точку N въ пло-

• V линию, перпендикулярную къ 
m'p'l примемъ ее за ось конуса съ вер­

шиною въ точке JV. Проведемъ' нироЧУводящИя'- отдела этого конуса подъ угломъ 
В къ т'р'. ДалЬе впишемъ въ этотъ конусъ шарь съ центромъ въ точке Ои ле­
жащей на оси конуса. Опишемъ вокругъ этого шара новый конусъ, ось котораго 
была бы _[_ H, а пропиводящИя были бы наклонены къ И подъ угломъ С. Тогда 
вершина этого конуса расположится въ точке Т. 

Проводимъ изъ J V линию 2VS касательную къ горизонтальному следу этого ко­
нуса до пересечения съ m.s въ точке S. Линия SN и будетъ ребромъ угла С. Соеди-
няемъ д*дае точки Т и Л Линия ХТ пересечетъ следь т'р' грани SMP въ точке 
Р, когорт-вместв съ точкой S определить третье ребро триграннаго угла. 

Черт. 463. 

25. Построеше нинематичесиихъ пространственныхъ крмвыхъ лишй. 

Въ различныхъ отдетахъ прикладной механики (зубчатыя зацепления, шарнир­
ные механизмы и т. д.), часто приходится иметь дело съ пространственными кри­
выми линиями, образованными квнематическимъ путемъ, какъ траектории точки, 
движение которой въ пространстве подчинено определенному закону. 

Способовъ образования и видовъ пространственныхъ кривыхъ линий можно 
придумать безчисленное множество. 
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Однако, разъ задаиъ определенный законъ обрааовашя такой лиши, всегда 
можно построить проекции ея, а имея послъднНя, можно, въ случае надобности, по­
строить изъ проволоки и модели лиши *). 

Въ большинстве случаевъ проекции такихъ линий можно построить, применяя 
методы вращения пли перемены плоскостей проекций, дабы по возможности избе­
жать построения эллипсовъ и случайныхъ кривыхъ линий, а пользоваться для на­
хождения точекъ искомой линии кругами и прямыми пинИями. 

Разсмотримъ подробно решение одной изъ такихъ задачъ. 
Задача M 45. Построить траекторию точки А, движение которой определяется 

следующимъ образомъ (черт. 464): точка А лежитъ па окружности круга, катяща-
гося по кругу основания прямого круго­
вого конуса; радиусъ катящагося круга Д; 
радиусъ круга основания конуса = 311; 
плоскость малаго круга все время остается 
касательной къ поверхности конуса. 

Рпшенге. 
а) Опредплете особенныхъ точ'къ. Траск-

торгя центра круга. 
Пусть имеемъ въ проекщяхъ (черт. 

466) стоящий на M прямой круговой ко-
нусъ. Кроме того, задано въ проекцияхъ 
одно изъ положений катящагося круга и 
показана точка А1 (аи а,'), находящаяся 
на этомъ круге и занимающая въ данномъ 
его положении наивысшее положение, при 
которомъ она въ то Ж(_- время и попадаетъ 
на поверхность конус», располагаясь на 
производящей конуса Sa, («О„ s'a/). 

На чертеже показано построение про­
екции малаго круга на V и НР jj въ виде 
эллипса), произведенное при п о ^ щи со­
вмещения плоскости малаго круга H 
вращенИемъ вокругъ горизонтальна™ 
J'h плоскости малаго круга. 

Такъ какъ радиусъ круга, кас 
меньше радиуса круга основания ко) 

Черт. 464. 

поверхности копуса, въ три раза 
>тъ малый кругъ сделаетъ трии обо-

онаго 
са, то г 

рота, пока пройдетъ всю окружность основания конуса, и потому точка А будетъ 
три раза находиться въ напвьг шемъ и три раза въ наинизшемъ положешяхъ. 
Когда точка А, находящаяся въ наивысшемъ положении, перейдетъ опить въ наи­
высшее полоя;енИе, т. е. окружность сделаетъ полный оборотъ, то по окружности 
основания конуса будетъ пройдена дуга въ 120°, а когда точка А придетъ въ наи­
низшее положение, то по окружности основания конуса будетъ пройдена дуга въ 
60°. Отсюда мы заключаемъ, что горизонта.1ЬНыя проекпттт точекъ наив ;аго и 
наинизшаго положения, чередуясь, находятся на горизонтальныхъ проекци «ъ про-
иаводящихъ конуса, проведенныхъ черезъ 60е, начиная отъ производящей SA. При 
этомъ горизонтальный проекции наивыешихъ точекъ находятся также на окруж 
ности, описанной И8ъ точки *• радИусомъ равньпмъ sa,. а горизонтальный про 
евпди точекъ наинизшаго положения располагаются на окружности круга основания 
конуса. 

') Подобны» модели имеются въ кабинете теоретической механики Петро-
градекг.го Подитехническаго Института и въ кабинете практической механики 
Петроградскаго Университета. 

Н. Рыинъ. 20 
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Такимъ образомъ, горизонтальный проекции наивысшихъ и наинисшихъ точекъ 
(«„ а 3, а 5, а„ а э, а и ) , определяются какъ пересечении окружностей и горпизоитальныхъ 
проекции производя щихъ, дълящихъ окружность основашя даннаго конуса нашесть 
равныхъ частей. Траектория центра катягцагося круга, при перемъщенИяхъ его, будетъ 
проектироваться на Н въ окружность, описанную изъ точки в радпусомъ, равнымъ «о,; 
что касается вертикальныхъ проекций наивысшихъ точекъ, то онт. определяются какъ 
пересечения перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ горизоитальныхъ проекцш этихъ 

в' 

Черт. 465. 

точекъ на ось ОХ и прямой проведенной изъ точки -а / параллельно оси ОХ 
(длина а/т0 выражаетъ длину наибольшаго разетояшя точки А до плоскости В). 
Вертикальный проекцш наинисшихъ положений точки А определяются, какъ осно­
вания перпендикуляровъ онушенныхъ изъ горизоитальныхъ проекции точекъ этихъ 
положений на ось ОХ. Прп этомъ вертикальный проекции а 3', ап', а 5' и 09' попарно 
совпадутъ. Вертикалъныя проекции центра катящегося крута располагаются на 
прямой, проведенной изъ точки о,' параллельно ОХ. 

Следующими особенными точками искомой траектории будутъ точки, ааыи-
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мающдя по высот*, среднее положение между наивысшими и наиннзшими. Таковыя 
точки будутъ лежать на горизоптальномъ д1аметрт> соотвътствующаго положении 
катящагося круга. 

Разсматривая движете точки, начиная съ ея напвысшаго положения Ли за-
ключаемъ, что радИусъ вА, займетъ горизонтальное положение тогда, когда центръ 
круга О повернется вокругъ оси конуса на уголъ 30°. Горизонтальная проекцш 
этого радИуса въ его новомъ положенш будеть а 2о 2, располагаясь перпендикулярно 
къ лпнш 502. Вертикальная проекщя этого радИуса совпадеть съ лишей о,'о,', 
проведенной черезъ точку о,' параллельно осп ОХ, и точка « г ' определится, какъ 
перес-ЬченИе линИп о/о 2 ' съ лишей а 2 а 2 ' проведенной черезъ о 2 перпендикулярно 

О 

Черт. 406. 

къ ОХ. Подобнымъ же образомъ найдемъ положения точекъ А„ А„ Аа, А,0 и А1г. 
Ь) Построеше горизонтальной и вертикальной проекщй случайной точки Ап кри­

вой линт. 
Построеше проеюци случайной точки А^ траекторш, отвечающей повороту 

малаго круга на а° можно ироизвести, исходя изъ слъдующихъ соображений. Точка 
А, можетъ придти въ положение Ан двоякимъ путемъ: въ одномъ случат, центръ 
малаго круга вращается вокругъ оси конуса на уголъ ( ) и вмъст*. съ гЬмъ ма­
лый кругъ поворачивается вокругъ своего центра на уголъ ая°. Въ друтомъ случав 
можно представить, что малый вругъ въ своемъ начадьномъ положении повер­
нулся на уголъ а"я и тогда точка АХ займетъ некоторое положение Аж и зат-Ьмъ, 
чтобы подучить окончательное ея положение Ап, достаточно повернуть точку Ат 

вокругъ оси конуса на уголъ 
20* 
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Такимъ образомъ полное движение точки 4, мы какъ бы раскладываемъ на 
два: относительное, вращая Ах въ положение Ат п переносное, вращая Ат въ поло­
жение А^. 

Воспользуемся для построения случайяыхъ точекъ траектории именно этимъ 
вторымъ способомъ, такъ какь онъ требуеть меньше построений, позволяя ограни­
читься лишь однимъ совмЬщениемъ малаго круга съ плоскостью Н. 

Для решения этой задачи въ проекцпяхъ совмЬщаемъ кругъ съ плоскостью Я, 
вращая плоскость его вокругъ РЛ, и поворачиваемъ кругъ на мъстт. вокругъ оси 
II (и, •'»'), перпендикулярной къ Н науголъ ап. Тогда точка А1 займетъ положение 
Ат0. Поднимаемъ кругъ въ его прежнее положете и находимъ проекции ( я т , я',„) 
точки Ат. Для получения проекций окончательнаго положения точки Ап достаточно 

теперь повернуть точку Ат вокругъ оси конуса на уголъ ( - ¿ 4 , что и выполнено 
на чертежъ. 

Построивъ подобнымъ же образомъ рядъ положений точки А при поворотахъ 
малаго круга на разные углы и найдя проекцш этихъ точекъ, соединяемъ ихъ 
въ соотвътственныхъ проекцияхъ съ ранъе полученными особенными точками 
плавной кривой. 

Изъ чертежа видно, что кривая въ пространств*, делится на три одинаковыхъ 
ветви, горпзонтатьныя проекции которыхъ одинаковы. 

с) Случай, когда ось 8Т,конуса не перпендикулярна ни къ Н, нч къ V. 
Въ этомъ случае мъняемъ два раза плоскости проекций, или дктаемъ два пово­

рота вокругъ осей, послвдовательпо перпендикулярныхъ къ И и къ V до т£хъ поръ, 
пока ось конуса не сделается перпендикулярной къ плоскости проекций (на чер­
теже 466, 5,1\ перпендикулярна къ О,, причемъ примъненъ методъ перемены 

плоскостей проекций). Въ новой системе следуетъ построить траекторию точки 
А. какь было объяснено раньше, а затЪмъ обратной переменой плоскостей проекций 
(или обратными поворотами), необходимо привести полученную траекторию къ за­
данному положению осп копуса 5Г въ системе 4). 

•) Условия другихъ задачъ для упражнений см. Н. Рынивъ. «Сборникъ задачъ 
для упражнений и заданий для эпюръ по Начертательной Геометрии». Петро-
градъ. 1916 г. 
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